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Resumen. En este trabajo se aplica un método discreto analitico de sensibilidades (SDSA) al método de
la derivada de rigidez que evita el error propio de diferencias finitas. Se demuestra que este enfoque es
equivalente a la integral J evaluada numéricamente mediante elementos finitos a través de la integral de
dominio asociada (método EDI). Se comprueba, mediante ejemplos 2D en modo mixto, que su aplicacion
directa a través de la descomposicion de campos para obtener Gy y Gy da lugar a resultados que son en
general mas precisos con el método propuesto. Al mismo tiempo se resalta la importancia del campo de
velocidades tomado y se dan indicaciones sobre su eleccion.

Abstract. In this work a shape design sensitivity analysis (SDSA) is applied to the stiffness derivative
method so that the error inherent in the finite difference procedure is avoided. This approach is shown to
be equivalent to the well-known J-integral when the latter is numerically implemented through its
equivalent domain integral (EDI method) for a given finite element solution. It is verified that its direct
application in 2D mixed mode problems of LEFM through the field decomposition technique yields
estimates for Gy and Gy which are in general more accurate for the proposed method. The importance of

the velocity field is also remarked and some suggestions for its choice are given.

1. INTRODUCCION

De entre los numerosos métodos que permiten obtener
parametros caracterizantes en mecanica de la fractura
elastico lineal (MFEL) mediante el Método de los
Elementos Finitos (MEF), los denominados métodos
indirectos estan considerados como los mas precisos y
eficientes [1-4]. Dichos métodos se basan en un enfoque
global (o energético) del problema y en ellos la tasa de
liberacién de energia G es el parametro caracterizante.
En contraste, los llamados métodos directos estiman de
forma local el valor del factor de intensidad de tensiones
K sin necesidad de calcular la tasa de liberacion de
energia asociada y necesitan por ello de un mayor grado
de discretizacion en el entorno de grieta. En general

todos ellos se pueden considerar como técnicas de
postproceso aplicables tras un analisis numérico, como
puede ser EF.

Entre los métodos indirectos mas utilizados se
encuentran ciertas integrales de contorno, como la
integral J de Rice [5], el método de la derivada de la
matriz de rigidez, propuesto independientemente por
Parks [2] y Hellen [3], el método de la integral de
dominio equivalente (Equivalent Domain Integral, EDI)
[4, 6-8] y otros métodos basados en el cierre virtual de
grieta [9, 10].

Uno de los grandes inconvenientes que presentan los
métodos energéticos frente a los métodos locales en
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MFEL es la dificultad de obtener estimaciones
independientes del factor de intensidad de tensiones
(FIT) asociado a cada modo de carga K}, Kj; y Ky en
problemas en los que éstos aparecen combinados (modo
mixto). Esto es debido precisamente a su caracter
global, que no se presta al célculo por separado de la
tasa de liberacion de energia asociada a cada modo de
carga G, Gy y Gy Diversos autores han propuesto
técnicas para “separar” los modos en problemas lineales
en modo mixto haciendo uso de integrales de contorno,
generalmente restringidas al caso 2D. Entre ellos se
encuentran  fundamentalmente las técnicas de
descomposicion de campos [11-13] y la utilizaciéon de
las integrales J; (k = 1,2) [14] y sus relaciones con K,
Ky [15-17], ademas de otros como el método de la
integral M; [18]. Otros autores han combinado Ia
aplicacion de dichas técnicas de separacion de modos
con el método de integral de dominio EDI [19,20], que
las hace especialmente interesantes en el analisis de
problemas tridimensionales.

Por otro lado, ciertos métodos energéticos empleados en
la estimacién de G o J mediante el MEF (en particular
todos aquellos relacionados con el concepto de
extension virtual de grieta) son susceptibles de ser
interpretados como un analisis de sensibilidades de
disefio de forma (SDSA). Las técnicas propias del
analisis de sensibilidades de disefio de forma se basan
en un dominio cuyo contorno cambia a través de una o
mas variables de disefio. En el caso de su aplicacion a
mecanica de la fractura se interpreta que sélo existe una
variable de disefio: el area o longitud de grieta, cuya
extension da lugar a un cambio en el contorno (forma)
del dominio. Es por ello que las técnicas propias del
analisis de sensibilidades son de aplicaciéon en mecanica
de la fractura.

El planteamiento propuesto en este trabajo hace uso de
un método discreto analitico de sensibilidades para
evaluar analiticamente la derivada de la matriz de
rigidez, evitando la aproximacién que introduce su
estimacion cldsica mediante diferencias finitas. Se
demuestra que es exactamente equivalente al método
EDI cuando éste ha de ser implementado
numéricamente mediante el MEF. Posteriormente, la
mejora en el método es aplicada a problemas 2D en
modo mixto a través de la técnica de descomposicion de
campos, dando lugar en general a mejores estimaciones
de Gy, Gy que las obtenidas segin los procedimientos
que aplican la descomposicion de campos directamente
a la integral de contorno J [11-13] o la integral de
dominio EDI [19,20]. Por tultimo, y dado que el
concepto de campo de velocidades es fundamental en
todo SDSA, se dan algunas indicaciones acerca de su
eleccion.

2. EL METODO DE LA DERIVADA DE RIGIDEZ
COMO UN METODO DISCRETO ANALITICO
DE SENSIBILIDADES

El método de la derivada de rigidez en MFEL [2,3] es
un método computacionalmente muy eficiente. Esta
basado en el concepto de extension virtual de grieta y
por tanto puede ser interpretado como un analisis de
sensibilidades de disefio de forma en el que la variable
de disefio es la longitud o area de grieta. Para un
problema 2D con espesor unidad y en ausencia de
fuerzas masicas y fuerzas superficiales aplicadas sobre
las caras de grieta, el método se ha formulado
tradicionalmente del siguiente modo:

UL

G= ——u —u )

donde G es la tasa de liberacion de energia, IT es la
energia potencial total del sistema, a es la longitud de
grieta (variable de diserio), u es el vector global de
desplazamientos nodales solucion del problema de EF y
K es la matriz de rigidez global de la discretizacion
correspondiente. Notar que en (1) se supone que el
calculo de la derivada de la matriz de rigidez se realiza
mediante diferencias finitas. En el contexto del analisis
de sensibilidades, este planteamiento se puede clasificar
como un método discreto semianalitico (ver p.ej. [21])
y como tal goza de las ventajas del mismo (simplicidad
y facilidad de implementacion). Su gran inconveniente
radica en que implica la toma de un incremento virtual
de grieta Aa arbitrario, equivalente a la perturbacion
inherente al método de diferencias finitas. Ello
introduce inexorablemente un error adicional al propio
de la discretizacion.

Sin embargo es posible calcular la derivada
analiticamente a partir de la discretizacion de EF a
través de lo que se ha dado en llamar método discreto
analitico en el calculo de sensibilidades. Aqui se
propone calcular G a partir de dicho enfoque, evitando
asi el error debido a la aproximacion de diferencias
finitas. El célculo de la derivada de K respecto a la
variable de disefio a es un calculo habitual en
numerosos problemas de disefio de forma en EF. En
[22] esta derivada se formula para la matriz de rigidez
K° de un elemento isoparamétrico como sigue:

T
dK® _ J‘{dB DB“BTDdB“BTDBdJ}er
da da da da

Q¢

(@)

donde Q°es el dominio local del elemento de referencia,
B es la matriz que relaciona los desplazamientos
nodales de un elemento con el campo de deformaciones
del mismo, D es la matriz de comportamiento del
material que relaciona deformaciones con tensiones y J
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es la matriz jacobiana de la transformaciéon de
coordenadas. Se supone un material continuo y
homogéneo, cuya matriz D no cambia con a. Como se
observa, para evaluar (2) es necesario conocer la
sensibilidad de B y del jacobiano |J| [22]. A su vez, para
su calculo se necesitan las derivadas de las coordenadas
espaciales (globales) de los nodos del elemento, dx,/da,
dy,/da, y que constituyen el llamado campo de
velocidades v.

Fig. 1. Extension virtual da de los puntos encerrados
por Iy, y que a su vez induce una extension virtual dx
variable punto a punto entre Iy y I'; (campo de
velocidades).

Las componentes del campo de velocidades en un nodo
n en un problema 2D son:

dx dy
(Vidn :T: (Vy)n = d;

3

El campo de velocidades queda definido en el interior
del elemento a partir de los valores nodales mediante
interpolacidon con las funciones de forma, resultando asi
un campo continuo. Fisicamente esté relacionado con la
extension virtual de grieta propia del método de la
derivada de la rigidez y define como varia la posicion
de las coordenadas nodales de todo el dominio cuando
la grieta se extiende una cantidad da (ver figura 1). En
el caso habitual de una grieta definida en direccion x y
asumiendo que se propaga de forma similar (en la
misma direccion x) se cumple que (v,),=0 V. El campo
de velocidades debe ser necesariamente continuo, tomar
valores entre 0 y 1 y estar sometido a las restricciones
[v[=1 en el extremo de grieta y v=0 en todos los puntos
del contorno del problema (excepto en las caras de
grieta). Estas restricciones tienen un sentido fisico obvio
si se quiere respetar el concepto de cambio de forma
debido exclusivamente al crecimiento virtual de grieta.
Por lo demas, la eleccidon de la forma concreta de v es
arbitraria y debe ser definida por el usuario, dando lugar
a resultados teoricamente idénticos para todo v. Sin
embargo, cuando se implementa mediante EF los
resultados varian segin el campo de velocidades
tomado debido al propio error de discretizacion del

MEF, como se comprueba en los ejemplos numéricos de
este trabajo.

De acuerdo con este enfoque es posible escribir el
metodo de la derivada de rigidez como:

N,
_ 1 T dK¢ dKe

= —2 u “)

donde dK°/da viene dada por (2) y donde u‘ representa
el vector de desplazamientos nodales asociados al
elemento e, siendo NV, el numero total de elementos de la
discretizacién. En realidad el sumatorio s6lo necesita
ser extendido a aquellos elementos para los que el
campo de velocidades varia en su interior (debido
logicamente a valores nodales de v distintos), ya que en
aquellos elementos para los que todos sus nodos
experimentan la misma extension virtual se cumple que
dK/da = 0. En definitiva el procedimiento que se
aplicarda en este trabajo responde a la expresion
siguiente:

Mz

% ‘[u et diDB J[dQe +

Q(

Jr
I

°
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—_

TBTD uelJldQe + (5)

+ |u"BTDBuC ‘ ‘dQe

3. EQUIVALENCIA DEL METODO DISCRETO
ANAL,iTICO DE LA DERIVADA DE RIGIDEZ Y
EL METODO EDI

Una caracteristica interesante del procedimiento
propuesto en el apartado anterior es que ofrece
exactamente la misma precision que J cuando ésta se
evalua numéricamente mediante el método de la integral
de dominio EDI para un campo de velocidades dado.
Esta afirmacion se justifica en base a la equivalencia del
método EDI (interpretable como un enfoque continuo
de sensibilidades) una vez discretizado para su
implementacion en EF y el método discreto analitico
antes expuesto. El método EDI [4,6-8,19,20] calcula J a
través de la expresion

J= L WSy | 6
I(GU a.XI llJaxi ( )
Q*

con ij = 1, 2 y donde G6; y u; son los campos de
tensiones y desplazamientos, W es la energia de
deformacion por unidad de volumen, §; es la delta de
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Kronecker y Q" es una porcién del dominio del
problema que rodea completamente el extremo de grieta
(como la region anular sefialada con elementos
triangulares en la figura 1). La funcion g, es una funcion
suficientemente continua que debe tomar valores entre 0
y 1 y corresponde exactamente a la componente v, del
campo de velocidades descrita en el apartado anterior
(g1=v,). Al igual que (1), la ec. (6) es Uinicamente valida
en ausencia de fuerzas masicas y fuerzas superficiales
aplicadas sobre las caras de grieta y cuando se asume
que la grieta avanza en direccion x;=x.

A continuacion se demuestra la equivalencia entre el
método EDI y el método discreto analitico aplicado a la
derivada de rigidez. Parks [2] ya demostrdé la
equivalencia del método de la derivada de rigidez y la
integral de contorno J cuando ésta se implementa bajo
ciertas condiciones mediante elementos triangulares
lineales bidimensionales. En [23] se sefala Ia
equivalencia entre el método de la derivada de rigidez y
el método EDI cuando se describen analiticamente en
términos de elementos finitos para determinados tipos
de elementos usuales en la practica. A continuacion se
demuestra la equivalencia entre ambos planteamientos
desde un punto de vista mas general, basado en el
enfoque en sensibilidades.

Resulta obvio que las dos primeras integrales de (5)
corresponden al mismo escalar debido a la simetria de la
matriz D. Sustituyendo en (5) las relaciones propias del
MEF, g.~Bu’, o.~=DBu’, donde se utiliza el subindice (
)er para distinguir los campos derivados de la solucion
de EF de los campos analiticos, resulta

NF
G= _Z jcef

e=1 Qe Qe

u¢|JldQe + joTs dmdge
g efrel g,

O]

En [22] se demuestra que la sensibilidad de |J| se puede
expresar en funcion de las componentes del campo de
velocidades v=q (denominado a partir de ahora
simplemente q) para el caso mas general 3D como:

N,

‘ ‘ ne

N £
— 1 —traza Z Nn,y {(Qx)n (qy)n
N

a
n=1

NIERC!

donde 7 indica el niimero de nodo del elemento (de un
total de N,. nodos por elemento) y N,,, etc. son las
derivadas parciales de la funcion de forma asociada al
nodo n con respecto a las coordenadas globales. En (8)
se ha supuesto que al implementar el método mediante
elementos finitos la funcién continua q se describe
como una interpolacion a partir de valores nodales q, a
través de las funciones de forma N,. Si como es habitual
el campo de velocidades q se escoge de forma que so6lo

tenga componente no nula en la direccion normal al
frente de grieta contenida en el plano de grieta, p.ej. la
direccion x en la figura 1, ¢,#0, se tendra

N
d ne
‘ ‘ = E Nn,x qx ‘J‘ qxef ‘J‘ )
da -

indicando cong, rque la componente g, se describe

como una interpolacion a partir de los valores nodales.
Es importante sefialar que el plano y direccion de
propagacion de grieta pueden no coincidir con el
sistema global utilizado en el analisis de EF. En tal caso,
los campos de EF que aparecen en (7) deben ser
expresados con arreglo a un sistema local en el que x
sea la direccion normal al frente de grieta contenido en
el plano de grieta. Resulta entonces

N,
G=—Z Icgfd—Bu Qe + I qxef el gldQe

e=1 | Qe Qe

(10)

Mediante desarrollos analogos se puede obtener una
expresion para la sensibilidad de la matriz B, que
postmultiplicada por el vector de desplazamientos
nodales del elemento u® da lugar al vector siguiente:

aqxef auef
ox ox
9 Vg
“dy ox
dB 0 W
dz ox
@"e - Uy Oty | 0y OV (an
dy ox ox Ox
aq’fef avef aqxef awef
dz  ox dy ox
aq’fef awef aq’fef auef
“ox ox  dz ox

indicando con u.y, Ve, Y Wer 1as componentes del campo
de desplazamientos en el elemento interpoladas a partir
de los valores nodales. Premultiplicando por el vector

Ggf resulta un escalar que, utilizando por conveniencia

notacion indicial, se puede expresar como

dB Ju Ujer 941
T e ef ef
o =—| 0 12
°f dg ( Uef ox; J ox; (12)

Con esta notacion, (10) toma exactamente la forma del
método EDI cuando se implementa mediante EF:

9q; afh
G= Z‘[ Jef ef ~ W ef JldQe
[ Uef ox; | ox; ef I

e=1 Qe
(13)
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4. EL METODO DISCRETO ANALITICO DE LA
DERIVADA DE RIGIDEZ Y SU APLICACION EN
MODOS MIXTOS 2D

Ishikawa et al. [11] resolvieron el problema de la
separacion de modos I y II en un analisis 2D mediante la
técnica de descomposicion de campos. Consiste en la
separacion de los campos de desplazamientos y
tensiones en su parte simétrica y antisimétrica, supuesto
comportamiento elastico lineal. Si se toman dos puntos
P(x1,x7) y P’(x;,—x,) de coordenadas simétricas respecto
al plano de grieta (eje x; en la figura 1) y si se define el
campo de desplazamientos y de tensiones en el punto P’
como

u;'(x1,x2) = u;(x1,—x3) (14)
6;;'(x1,x2) = 0;(x1,—x3)

entonces los campos #; y 6; en el punto P se pueden
escribir como sigue:

1| u +uy 1| uy —uy'
u=ul4ulf =7 L ST
2 uz—uz‘ 2 u2+u2‘

o1 +01;' op-opn'| (15
GZGI +GH :E (%)) +(522‘ +E (o)) —(522‘

G2 =012 SPREP
Una expresion andloga puede plantearse para e= €'+ €'
Sustituyendo los campos u;, G;, €; que aparecen en el
método EDI dado por (6) por sus correspondientes

g 1 1I I I I I
descomposiciones u; +u;" , C;+0;, & +¢g; se
puede demostrar que se cumple [11-13]

JI + JH = ..] (16)

estando J;, Jy calculadas independientemente a través de
(6) con las componentes asociadas al modo I y II
respectivamente. De esta forma se dispone por separado
de las tasas de liberacion de energia J;, Jj
correspondientes. Aunque este planteamiento da en
general buenos resultados [19,20], en este trabajo se
propone una mejora haciendo uso de (5). Como se
observa, el Unico campo solucion de EF que aparece
explicitamente en (5) es el campo de desplazamientos y
por tanto en su aplicacion a modos mixtos s6lo es
necesaria la descomposicion de campos de u® a través
de la primera de las ecuaciones en (15). Asi las tasas de
liberacion de energia para los modos I, II se calculan
como:

N,

< e

GI :_lzul,erLuLe (17)
2 da

e=1

e

N
1 T dK°¢
Gy =—— ulle ulle 18
1l 22 i (18)

e=1
estando dK°/da calculada por (2). Los correspondientes
FIT vendran dados por:

KI =\/E'7GI KH =\/E‘7GH (19)

siendo E’=E en tension plana y E’=E/(1-v®) en
deformacion plana. En el apartado 3 se ha demostrado
que los métodos dados por (5) y (6) son numéricamente
equivalentes cuando se aplican a la solucion de EF sin
descomposicion alguna. Sin embargo, en su aplicacion a
modos  mixtos, (5) necesita Unicamente la
descomposicion de u mientras que (6) de Ia
descomposicion de u y 6. Cuando estos procedimientos
se aplican mediante EF es de esperar que conduzcan a
resultados numéricos ligeramente diferentes segiin la
forma en que se realiza la discretizacion. Los resultados
asociados al método propuesto aqui son tedricamente
mejores, ya que todos los calculos se realizan de forma
consistente segiin una unica descomposicion de la
solucién u de EF.

Conviene sefalar que la técnica de descomposicion de
campos presenta un inconveniente en aquellos analisis
en los que el plano de grieta no es un plano de simetria
del dominio de definicién del problema [12]. En estos
casos, la zona en la que esta técnica es aplicable esta
restringida (ver figura 2).

Fig. 2. Dominio D en el que es posible definir un area
encerrada por I para la técnica de descomposicion de
campos.

En [12,13] se sefiala que es conveniente la utilizacion de
una malla de EF simétrica respecto al plano de grieta (es
decir, coordenadas nodales simétricas). Sin embargo, la
utilizacion cada vez mas frecuente de procedimientos de
mallado automatico y de adaptacion de malla obliga a
implementar el método mediante mallas no simétricas,
en especial en geometrias complejas. Este es el caso de
los ejemplos numéricos que siguen, ya que se ha hecho
uso de un proceso de refinamiento /4-adaptativo.
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5. VERIFICACION NUMERICA

En la figura 3 se esquematizan los dos ejemplos
numéricos analizados. Uno de ellos presenta la
posibilidad de aplicar la técnica de descomposicion de
campos en todo su dominio debido a la simetria
geométrica. En el otro, esta zona es reducida debido a la
inclinacion de la grieta.

t to

T
v Vo
a/w =03
o %) bw=3
aw = _ 450
1”2 Iw=16/7 =43

. a

7

12
2

I 1o

Fig. 3. Ejemplos numéricos analizados.
Izda, ejemplo 1 [24]; derecha, ejemplo 2 [25].

Ambos problemas se analizaron en deformacion plana
con E=10". En el Ej.1 se tomé 1=1, v=0.25 y en el Ej.2
0=100, v=0.333. En [24,25] se da una solucion
numérica a estos problemas obtenida mediante
colocacion por puntos en contorno que sera tomada
como referencia: para el Ej.1 K=34.0, K;=4.55; para el
Ej.2 K=158, K;=78.2. Los ejemplos fueron
discretizados mediante un proceso /Z-adaptativo de 6
mallas (ver figura 4). Se utilizaron elementos
triangulares, tanto lineales como cuadraticos, aunque
aqui se presentan unicamente los resultados obtenidos
con elementos lineales para el Ej. 1 y los obtenidos con
elementos cuadraticos para el Ej. 2.

q
7\

R
KNSR
ggmm,mﬁs

LT

K

KA
KPXD

AWAVaVave
<]
DR

Malla 1 Malla 5

Malla 1 Malla 5

Fig. 4. Mallas h-adaptadas (deformadas) para el Ej. 1
(elem. lineales) y para el Ej. 2 (elem. cuadréaticos).

Para cada uno de los dos ejemplos se efectuaron analisis
tomando varios campos de velocidades diferentes. Los
dos campos de velocidades que mejores resultados
proporcionan para cada ejemplo se muestran en las

figuras 5 y 6, denominados aqui campo de velocidades
piramidal y conico. Las figuras muestran el médulo de
dichos campos de velocidades, variable entre O y 1.

ivr‘ﬂ'ﬁ!"%ﬂm

P P 2 o

AV :
X
A

Fig. 5. Modulo de los campos de velocidades utilizados
en el Ej.1: tipo piramidal (izda.) y tipo cénico (dcha).

Notar que la region sobre la que se extienden esta mas
bien limitada a las cercanias de la grieta, y su variacion
es lineal hacia la zona donde q=0. En el Ej.2 (ver figura
6) la extension del campo estd ademas restringida por el
efecto mostrado en la figura 2, debido a la inclinacion
de la grieta. Campos de velocidades de tipo anular o
meseta o que hagan intervenir pocos elementos en el
entorno de grieta no ofrecieron buenos resultados. Otra
caracteristica importante para la aplicacion del método
propuesto es que los campos se extiendan tanto como
sea posible a lo largo de las caras de grieta, ya que se
trata de una zona con poca rigidez, donde los
desplazamientos son apreciables y donde la técnica de
descomposicion de campos funciona eficientemente.

Fig. 6. Modulo de los campos de velocidades utilizados
en el Ej.2 (zoom): tipo piramidal (izda.) y tipo codnico
(dcha).

La figura 7 muestra los resultados obtenidos para el Ej.1
discretizado mediante elementos lineales con los dos
campos de velocidades de la figura 5. Los resultados en
forma de error relativo (%) respecto a la solucion de
referencia se muestran para cada modo, permitiendo la
comparaciéon entre la aplicacion de (6) con
descomposicion de campos, cuyos resultados son
denotados por Jj, Jy, y los obtenidos mediante el método
propuesto a través de (17), (18), denotados por Gy, Gy
En general se aprecia una mejora en los resultados
proporcionados por el método propuesto. Notar la
deficiente estimacion de los valores para el modo II con
mallas bastas debido a que este modo es relativamente
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poco importante en este ejemplo (Kj=4.55 frente a
K=34.0).

EJ.1 - MODO I

EJ.1 -MODO II

- J;
= G

q

piramidal

o J;
B G

q

conico

0 ;
10 10° 10°

Fig. 7. Ej.1 (el. lineales): resultados con campo de
velocidades piramidal (arriba) y conico (bajo).

La figura 8 muestra los resultados obtenidos para el Ej.2
con elementos cuadraticos, dando lugar como es logico,
a una mejor estimacion porcentual de la solucion. Se
aprecia que la solucion proporcionada en este trabajo
tiende a ser mas suave y se estabiliza asintoticamente.
Notar que la convergencia tiende a un valor cercano al
2% por encima de la solucion de referencia para el
modo I y por debajo para el modo II, lo que hace
suponer que el propio analisis de EF es mas preciso que
la solucion tomada como referencia en este ejemplo. En
general, se puede concluir que la solucion
proporcionada por el método propuesto tiende a ser mas
estable y acercarse a la solucion de referencia con un
menor numero de saltos.

EJ.2-MODO1 EJ.2-MODO II
12 T 25 T
%) 101 o J 1 201 o J;
% s = G sk -8 G
E or qpiramidal 1 101 qpiramidal 7
4r 1 sk ]
R
b |0 Tsee
0 . 5 L
10’ 10* 10’ 10
GD.L. G.D.L.
12 25
%) 10} - J 20 oy
? 8 = G 15 = G
E or 9esnico 101 Deenico ]
4r 1 sk ]
R
E 2r B o— — - — - 4
0 L 5 L
10’ 10* 10’ 10

Fig. 8. Ej.2 (el. cuadraticos): resultados con campo de
velocidades piramidal (arriba) y cénico (bajo).

Conviene sefialar que debido a que el error mas
importante en el analisis por EF deriva del error de
discretizaciéon (especialmente en el caso de mallas
bastas), las mejoras en los resultados numéricos no
pueden ser porcentualmente elevadas, ya que ambos
procedimientos son aplicados a la misma malla del
problema con el mismo error de discretizacion inducido.
Incluso asi, los resultados obtenidos con el método
presentado muestran una mayor eficiencia y un mejor
comportamiento para la estimacion de Gy, Gy.

6. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto una mejora en la
aplicacion del método de la derivada de rigidez a través
del analisis de sensibilidades por EF que hace
innecesaria la aproximacion por diferencias finitas. Se
ha demostrado que este enfoque es numéricamente
equivalente a la evaluacion de J mediante el método
EDI para problemas de la MFEL siempre que se tome
un mismo campo de velocidades. Ademas, mediante
ejemplos numéricos, se ha verificado que cuando ambos
planteamientos se aplican a problemas en modo mixto
mediante la técnica de descomposicion de campos, el
método aqui presentado ofrece mejores resultados y
proporciona una solucién mas estable en un proceso k-
adaptativo. Numéricamente este procedimiento tiene la
ventaja de ser consistente con la descomposicion de
desplazamientos de un analisis por EF. Los ejemplos se
han resuelto con distintos campos de velocidades y se
han incluido las caracteristicas que éstos deben cumplir
para que den lugar a buenas estimaciones numéricas.
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