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Resumen. Se propone un estimador del error en el calculo de G cuando se evalua a través del Método de
la Integral de Dominio Equivalente (EDI) a partir de la solucién que proporciona el Método de los
Elementos Finitos (MEF) en problemas de MFEL. La utilizacion del MEF introduce un error de
discretizacion inherente a la malla y tipo de elemento utilizado, cuyo efecto en el calculo de G o J en
problemas elastico lineales de mecanica de la fractura es estimado en este trabajo. Para ello se hace uso
de un enfoque basado en el analisis de sensibilidades de disefio de forma y de una extension del estimador
de error de discretizacion de Zienkiewicz-Zhu. Con ayuda de un ejemplo numérico bidimensional con
soluciéon conocida se valida la efectividad del estimador de error propuesto utilizando un proceso 4-
adaptativo y se comprueba que mejora notablemente el valor de G calculado inicialmente.

Abstract. An error estimator for G when evaluated from a finite element solution through the Equivalent
Domain Integral method (EDI) in LEFM is proposed. The implementation of the EDI Method through the
FEM introduces a discretization error that is inherent in the mesh and type of element employed. In this
work, an estimation of the effect of the discretization error on G or J for linear elastic problems in fracture
mechanics is quantified, which is based on shape design sensitivity analysis and an extension of the
Zienkiewicz-Zhu error estimator. The reliability of the estimator is then analyzed solving a numerical
bidimensional problem with known solution using an A-adaptive process. It is verified that the proposed
error estimator improves notably the initial value calculated for G.

1. INTRODUCCION

Existen numerosos métodos que permiten obtener
parametros caracterizantes en mecanica de la fractura
elastico lineal (MFEL) mediante el Método de los
Elementos Finitos (MEF). Dichos métodos se pueden
clasificar en base a dos aproximaciones al problema: el
enfoque local, que toma como parametro caracterizante
el factor de intensidad de tensiones K y da lugar a los
denominados métodos directos, y el enfoque global o
energético, en el que la tasa de liberacion de energia G
es el parametro caracterizante. Los métodos que utilizan
este ultimo enfoque se encuentran entre los mas
eficientes debido precisamente a su caracter global y se

denominan métodos indirectos o energéticos. Ambos
enfoques son tedricamente equivalentes, como se
demuestra en cualquier texto general sobre mecéanica de
la fractura [1]. Ejemplos de métodos indirectos
importantes son los métodos basados en extension
virtual de grieta y derivada de la matriz de rigidez [2,3],
integrales de contorno, como la integral J [4], sus
integrales de dominio equivalentes, conocidas como el
método EDI, Equivalent Domain Integral, [5-8] o
métodos basados en el cierre virtual de grieta [9,10].

Cuando estos métodos son aplicados como técnica de
postproceso a una soluciéon aproximada del problema
elastico obtenida mediante un método numérico como el
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METF, el orden de magnitud del error cometido adquiere
una especial relevancia. Este error se debe en gran
medida al llamado error de discretizacion, que es
inherente a la naturaleza del método y que
fundamentalmente depende del tipo de elemento y grado
de refinamiento de la malla empleados. Obviamente,
cuando el MEF es aplicado al célculo de G o J en
MFEL, dicho error de discretizacion introduce un error
en la estimacion de G. Ademas, el propio método
indirecto empleado puede ser otra fuente de errores.

Por otro lado, el Método de la Integral de Dominio
Equivalente (EDI) estd considerado como uno de los
métodos indirectos mas eficaces. Se trata de una
reformulacion de la conocida integral de contorno J a
través de una integral de dominio, mucho mas adecuada
a su implementacion numérica mediante EF que la
primera. Ademas, esta integral permite ser aplicada a
todo el dominio de definicién del problema en contraste
a lo que sucede con métodos de estimacion locales (p.ej.
extrapolacion de desplazamientos) y por ello se presta a
la estimacion del error de discretizacién en G a través
del estimador del error que aqui se propone.

Para obtener un estimador de error en G eficiente se
necesita un planteamiento del problema mas general que
la simple aplicacion directa del método EDI. Como se
explica en los apartados siguientes, este planteamiento
estd basado en el andlisis de sensibilidades de disefio de
forma (SDSA) [11] aplicado a mecénica de la fractura
junto con una extension del estimador de error de
discretizacion de Zienkiewicz-Zhu [12]. De este modo
se puede evaluar la influencia del error de discretizacion
global en el céalculo de G cuando se utiliza el método
EDI. Por ultimo, y con el fin de validar la efectividad
del estimador de error presentado, se aplicard a un
ejemplo numérico bidimensional con solucién conocida
que permita una comparacion del error estimado con el
error verdadero. Se muestra asi la utilidad del
estimador, puesto que el valor inicial de G calculado a
través del método EDI para una discretizacion dada
puede ser mejorado notablemente tras calcular el
estimador de error correspondiente.

2. EL METODO EDI INTERPRETADO COMO UN
ANALISIS DE SENSIBILIDADES DE DISENO DE
FORMA

Como ya se ha mencionado, el método de la integral de
dominio equivalente, EDI, es una de las técnicas mas
eficientes para calcular J en un problema elastico (no
necesariamente lineal). En esencia, se trata de una
integral de dominio [5-8] que resulta de aplicar bajo
ciertas hipotesis el teorema de la divergencia a la
integral de contorno J propuesta por Rice [4]. Asi, para
un problema elastico bidimensional, en ausencia de
fuerzas masicas y fuerzas superciales aplicadas sobre las
caras de grieta y suponiendo que la grieta avanza sin

cambiar de orientacion en direccidon x;, J se puede
calcular como:

1

ou ; 9
sz o —L— W, N 40 (1)
axl a

Q*

coni,j=1,2ydonde Q" es una porcion del dominio del
problema que rodea completamente el extremo de grieta
(ver figura 1), 6; y u; son los campos de tensiones y
desplazamientos, W es la energia de deformacion por
unidad de volumen, J; es la delta de Kronecker y ¢; es
una funcion suficientemente continua que debe tomar
valores entre 0 y 1, bajo las siguientes condiciones

0 si (xl,xz)e 0
1 si (xl,xz)e I3

ql(xpxz): 2

X2

Fig. 1. Extension virtual da de los puntos encerrados
por I's, y que a su vez induce una extension virtual dx,
en los puntos del dominio Q"

Tanto el contorno exterior I'; como el contorno I'; son
elegidos arbitrariamente siempre que comiencen en una
de las caras de grieta y terminen en la otra. I'} puede ser
el propio contorno exterior del cuerpo analizado
(excluyendo las caras de grieta) y I'; a menudo queda
reducido a un Unico punto (el extremo de grieta).
Fisicamente, la funcion g, puede ser interpretada como
una funcion de ponderacion que escala la extension
virtual dx, de cualquier punto perteneciente al dominio
Q" entre los valores 0 y 8a a través de la expresion
ox; = ¢, da.

deLorenzi [5] estableci6 una relacion entre este método
y el concepto de derivada material propio de la
mécanica del medio continuo. Recientemente se ha
demostrado [13, 14] que la ec. (1) puede ser deducida a
partir del enfoque mas general del analisis de
sensibilidades de disefio de forma cuando es aplicado a
MFEL. La idea fundamental que permite relacionar
ambos planteamientos proviene de la interpretacion de
la longitud de grieta a como una variable de diserio,
cuyo cambio en longitud implica una modificacion del
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contorno del cuerpo analizado (es decir, un cambio de
forma). Existen varias técnicas que permiten efectuar un
analisis de sensibilidades de forma [11]. Saliba et al.
[13] y Taroco [14] utilizan un método continuo con el
fin de demostrar que la sensibilidad de la energia total
de deformacion U de un cuerpo que contenga una grieta
en MFEL viene dada por:

U=1—Z= J o :VildQO+J.[WI—(Vu)Tc] VvdQ, (3)

Q Q

0 0

donde Q, es el dominio del cuerpo analizado, G es el
tensor de tensiones, Vu es el gradiente de Ila
sensibilidad del campo de desplazamientos, I es la
matriz identidad y v es el denominado campo de
velocidades, concepto que se corresponde exactamente
con la funcion ¢; descrita anteriormente.

Si se supone que las cargas superficiales T aplicadas al
contorno del cuerpo en cuestion se mantienen
constantes, que las caras de grieta estan libres de cargas
aplicadas y que el campo de velocidades v satisface las
condiciones anteriores, entonces se cumple que la
sensibilidad del trabajo exterior realizado por las cargas
aplicadas T (que serd denotada aqui por V) equivale a
la primera integral de (3) para todo campo
u cinematicamente admisible, es decir:

J.GZVﬁdQOZV 4)
QO

Esto permite establecer una equivalencia, salvo el signo,
entre (1) y la segunda integral en (3). El cambio en
signo se debe a que en MFEL se cumple que
—~G=I1=U-V, donde Il es la sensibilidad de la
energia potencial total. Mas aun, la primera integral en
(3) equivale exactamente a 2G y por tanto (3) es otro
modo de calcular G, precisamente el que servira de base
al estimador de error en G propuesto en este trabajo.

3. ESTIMACION DEL ERROR EN G

El estimador de error que se propone a continuacion se
basa en la idea subyacente en el estimador de error en
norma energética de Zienkiewicz-Zhu [12]. Es decir, los
campos exactos (en general desconocidos) asociados
con aquellas magnitudes de la solucion de EF que
presentan  discontinuidades entre elementos son
sustituidos por campos mejorados, calculados a partir
de la misma solucién de EF. En este trabajo, la ec. (3)
constituye la base del estimador de error en G. El
estimador puede ser definido entonces para una
discretizaciéon de EF con un total de ne elementos
isoparamétricos como:

ne

Ces(G) = ZJ (04 —0f) : [(Vi), ~(Vi) ] 9] de2,
e=1 Q,

+ij‘{%(6*_cef)(e*_eef)l (5)

e=1 Q,

_[(Vu)* —(Vu)ef]T(c* _Gef)} :Vv[J]dQ,

donde Q. es el dominio local del elemento de
referencia, J es la matriz jacobiana de la transformacion
y € es el tensor de de deformaciones infinitesimales. Los
campos mejorados de (5) se denotan por ( )+ mientras

que ( ).r hace referencia a los campos tal y como se
obtienen de la solucion de elementos finitos. Para el
caso de elementos lineales, los campos mejorados se
pueden obtener mediante promediado en nodos. Para
elementos cuadraticos, la técnica de alisado que se ha
utilizado es el SPR [15]. Hay que sefialar que para
obtener u se debe resolver previamente el problema de
sensibilidades en EF dado por

Ku=-Ku (6)

donde K es la matriz de rigidez global de la
discretizacion de EF y K su sensibilidad. En 6)uyu
representan el vector de desplazamientos nodales
solucion del problema de EF y su sensibilidad.
Obviamente la ec. (6) es solo valida en el caso de que
las fuerzas aplicadas se supongan constantes con la
variacion de longitud de grieta.

Utilizando el estimador de error definido por (5) se
puede obtener una solucion mejorada en G dada por

Ges =Gt Ces(G) (7

donde G, puede ser obtenido tanto por (1) como por
(3). El correspondiente error relativo estimado se define
como

€es(G)

Nes(G) = (®)

Gef + €es(G)
Con el fin de validar el estimador de error cuando se
conoce la solucion exacta al problema, es habitual

definir el llamado indice de efectividad como

Nes(G)

8) = )

nex( G)

que idealmente debe ser cercano a la unidad y donde el
error relativo exacto Nex(G) € calcula asi:
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Nex(G) =—2— (10)

4. VERIFICACION NUMERICA

El ejemplo que sigue permite evaluar la fiabilidad del
estimador propuesto y su convergencia a través de una
secuencia de mallas refinadas sucesivamente a través de
un proceso A-adaptativo. Consiste en una serie infinita
de grietas colineales equiespaciadas de la misma
longitud 2a sometidas a un estado de carga de Modo I
en deformacién plana (ver figura 2). La solucidon exacta
a este problema viene dada por [1]:

2 /2
Kj 2 — 2 na \|
Gex=%(l—v ), Kex =0 ﬂatatar(z—bJJ (11)

toted 4 H

boro

Fig. 2. Ejemplo numérico: Serie infinita de grietas
colineales en Modo I. Se indica la porcion de
dominio ) modelizada mediante EF.

habiéndose utilizado a = 1, b = 2 (semidistancia entre
puntos analogos de dos grietas consecutivas), £ = 107, v
=0.333 y 6 = 100. La altura del modelo de EF se tomo
lo suficientemente grande (2 = 6) como para suponer
que la solucién exacta dada por (11) es valida a efectos
de comparacion. La figura 3 muestra el modelo
discretizado mediante elementos triangulares
cuadraticos en estado deformado para algunas de las
mallas adaptadas.

Los resultados obtenidos para el error relativo estimado
Neg(G) S€ muestran en la figura 4 comparados con el

correspondiente error relativo exacto Mgy (), utilizando

tanto elementos triangulares lineales como cuadraticos.
Notar que el numero de grados de libertad de la primera
malla es mayor que el de la segunda debido al proceso
h-adaptativo.

Malla 1 Malla 2 Malla 4 Malla 6 Malla 10
Fig. 3. Modelo de EF para el problema de serie infinita
de grietas colineales en Modo I: Secuencia de mallas

deformadas (elementos triangulares cuadraticos).
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10° 10’
G.D.L.
Fig. 4. Serie infinita de grietas colineales en Modo I:

Errores relativos exactos y estimados en G (%) para la
secuencia de mallas /#-adaptadas
(elementos lineales y cuadraticos).

La fiabilidad que presenta el estimador de error es
elevada, como se enfatiza en la representacion de los
indices de efectividad de la figura 5. En esta figura se
incluye ademas el indice de efectividad dado por otro
estimador en G [16, 17], comprobandose la notable
mejora introducida por el estimador aqui propuesto.

e
®

e
=N
T
1

S
'S
T

= G(G) (elem. lineales) T
) G (elem. cuadraticos)
—— 6 G (ref.[16,17], elem. lineales) —
VR G(G) (ref.[16,17], elem. cuadraticos)
10° 10°

G.D.L.

Fig. 5. Serie infinita de grietas colineales en Modo I:
Indice de efectividad para la secuencia de mallas /-
adaptadas (elementos lineales y cuadraticos). Se
incluyen también los indices de efectividad
calculados seglin [16, 17].

INDICE DE EFECTIVIDAD

e
[*)
T

Como se observa en la figura 5, el indice de efectividad
del estimador varia entre 0.8 y 1.2, siendo para algunas
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de las mallas muy préximo a la unidad. Estas cotas para
el indice de efectividad coinciden con las idoneas
sugeridas por Szabo6 y Babuska [18] para todo estimador
a posteriori.

La utilidad del estimador resulta patente en la figura 6,
en la que se muestra el valor de G, dado por (11), el
valor de G calculado para cada malla segin (1) (o
equivalentemente seglin (3)), y el nuevo valor estimado
de G dado por (7), es decir Gg = Gop ey -

et
o)

w
=

b
'S

w

— G, =0.003556444
= GC‘s (elem. lineales)
o Gef(elem. lineales)

TASA DE LIBERACION DE ENERGIA G
[S] (%)
B o
T

G.D.L.

3.8

»
=
T

w
S
T

het

[S)
T
1

w
T
I

— G, =0.003556444
-8 G (elem. cuadraticos) |
-o— G_;(clem. cuadréticos)

TASA DE LIBERACION DE ENERGIA G
[ 5]
B
T

2.6"7 : : “““‘3
10° 10
GD.L.

Fig. 6. Serie infinita de grietas colineales en Modo I:
Valores de G para cada malla obtenidos segun el
método EDI y nuevos valores estimados G, segun (7).
Arriba: elementos lineales. Bajo: elementos.

cuadraticos.

Es posible cuantificar la mejora introducida en G
calculando el error exacto de G, a través de la
expresion:

Gex - Ges

Gur (12)

Nex(Gey) =

y de esta forma comparar con el error inicial de la
solucion de elementos finitos G,; calculado a través de
(10). Las tablas 1 y 2 comparan los errores relativos
exactos cometidos en G y en G para cada malla del
proceso adaptativo (utilizando elementos lineales y
cuadraticos, respectivamente).

Tabla 1. Comparaciéon entre los errores relativos
exactos de G y de G (en %) para el proceso k-
adaptativo con elementos lineales.

Nex(G) Nex(G.,)
Malla | G.D.L. (%) (%)
1 132 23.46 4.21
2 93 15.85 3.34
3 224 7.53 1.37
4 546 3.05 0.15
5 1271 1.21 0.06
6 3104 0.44 -0.02

Tabla 2. Comparacion entre los errores relativos
exactos de G y de G (en %) para el proceso k-
adaptativo con elementos cuadraticos.

MNex(G) MNex(G,,)
Malla G.D.L. (%) (%)
1 515 7.65 0.21
2 187 5.01 0.97
3 243 2.90 -0.49
4 369 1.36 -0.03
5 511 0.72 -0.21
6 679 0.44 0.04
7 1009 0.20 -0.01
8 1455 0.10 -0.02
9 2031 0.05 -0.01
10 2825 0.02 -0.003

Los valores negativos indican una sobreestimacion de
G, con respecto a G,,. Notar que los valores tabulados
estan expresados en %, con lo que la reduccion del error
cometido al tomar como solucidon G, en lugar de G es
muy notable, especialmente si se tiene en cuenta el bajo
numero de grados de libertad de las primeras mallas.
Incluso con elementos lineales, el valor de G, para la
primera malla es aceptable ingenierilmente. En el caso
de elementos cuadraticos el error exacto en G es < 1%
en todas las mallas. Conviene sefialar que no se han
empleado elementos singulares.

Otros ejemplos numéricos dieron lugar a resultados
similares, por lo que se puede concluir que el estimador
presentado es valido en problemas de MFEL.

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha propuesto un estimador de error en
G para problemas de MFEL analizados mediante EF. El
estimador estd basado en un analisis de sensibilidades
de disefio de forma e implica resolver el
correspondiente problema de sensibilidades ademas del
calculo de los campos mejorados a partir de la solucion
de EF. A través de un ejemplo numérico se ha
constatado su alta fiabilidad. Ademas se ha mostrado
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que este estimador mejora notablemente otros
estimadores disponibles en la literatura.
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