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Resumen. En el presente articulo se muestra una nueva herramienta de fiabilidad ante espectros de carga. Se
considera el proceso de acumulacion de dafio como una cadena de Markov, donde tanto el tiempo (ciclos) como
el dafio se consideran discretos. Asi pues la solucion del problema consiste en determinar la MPT (matriz de
probabilidad de transicion) asociada con la fatiga ante el espectro de cargas considerado. Se parte de la
obtencion de la matriz rainflow del espectro. Con cada ciclo individual que se obtiene se determina la MPT que
originaria tal carga considerada aisladamente. La combinacion final del espectro total se obtiene multiplicando
todas las MPT, donde el orden es tenido en cuenta de manera natural a través del producto de matrices. De esta
forma se puede obtener vida frente a probabilidad de fallo. Cada MPT individual se obtiene usando como
herramienta el método de los elementos finitos probabilistas. Esta ultima fase es idéntica a la descrita en otros
articulos de los autores de este trabajo.

Abstract. In the present work a new tool of reliability related to the load spectrum is shown. The cumulative
damage process is modeled as a Markov’s chain, where time (cycles) as damage is considered discreet.
Therefore the solution of the problem consists of determining the PTM (Probability Transition Matrix)
associated with the fatigue induced by the spectrum used. We start obtaining the rainflow matrix of the
spectrum. With each individual cycle that is obtained it is determined the PTM that would originate such load
separately. The final combination of the total spectrum is obtained multiplying all the PTM, where the order is
taken into account in a natural way via matrix multiplication. In that way life vs. failure probability can be
obtained. Each individual PTM is calculated using the probabilistic finite elements method. This last phase is

identical to the described in other articles of the authors of this work.

1. INTRODUCCION

Es bien sabida la influencia que sobre la vida a fatiga
tienen los efectos de secuencia en las cargas [1, 6, 7].

Este trabajo se encuadra en el estudio de la fatiga ante
espectros de carga, si bien se soslayan sus posibles
efectos de multiaxialidad. Se plantea simular el proceso
de acumulacion de dafio en fatiga como una cadena de
Markov. Asi pues, usando como herramienta un conteo
de ciclos tipo rainflow [8, 9] se determinan las
oscilaciones simples de carga determinadas por su nivel
medio, amplitud y frecuencia relativa de aparicion, las
cuales constituyen el espectro considerado. Como se
vera en el articulo, para cada oscilacion simple de carga
se determina una matriz de probabilidad de transicion
(MPT) asociada, para cuya obtencion es preciso utilizar
el método de los elementos finitos probabilistas. Este
ultimo procedimiento no es cubierto en este articulo,
siendo los detalles similares a los descritos en trabajos
de Bea el al. [2, 3, 4, 5, 11]. Por tultimo indicar que los
efectos de secuencia se obtienen de manera natural a
través del producto matricial entre las citadas matrices
de probabilidad de transicion.

Es importante destacar que, dado un espectro, se
determina su contenido en oscilaciones simples (conteo
tipo rainflow), y que posteriormente se deben obtener
todas las combinaciones posibles de tales oscilaciones,

respetando su frecuencia relativa de aparicion. Este
hecho conlleva el que para cada ordenacion particular
de estas oscilaciones (que se repiten hasta conseguir la
frecuencia relativa del espectro), va a generar una
secuencia de multiplicaciones de las matrices de
probabilidad de transicion asociadas (ver epigrafe 2),
las cuales conduciran a la obtencion de una determinada
funcion de distribucion del fallo a fatiga del
componente considerado. En definitiva, dado que la
secuencia particular que se obtiene, fruto de la
materializacion particular del espectro considerado, es
aleatoria, esto implica que la funcién de distribucion
que se obtiene es aleatoria también, y por tanto es
necesario tener en cuenta su dispersion.

La exposicion del articulo es la siguiente: en el epigrafe
2 se indican los fundamentos del modelo de dafio
acumulado que se ha utilizado en este trabajo. En el
siguiente epigrafe se describen las bases del método de
los elementos finitos probabilistas. A continuacion se
presentan resultados obtenidos con el modelo, para
finalizar con el capitulo de conclusiones.

2. MODELO B DE ACUMULACION DE DANO.

El modelo aqui presentado esta basado en los modelos
estadisticos de dafio acumulado propuestos inicialmente
Bogdanoff y Kozin [1], para la caracterizacion
estadistica de series de ensayos correspondientes a



distintos problemas de dafio acumulado entre ellos el
problema de fatiga. Estos modelos (en adelante,
modelos B) estan basados en cadenas de Markov y se
caracterizan por una serie de hipotesis basicas a las que
pueden afiadirse otras para definir un determinado tipo
de modelo B. Las hipoétesis basicas de estos modelos
son las siguientes:

1. Los “ciclos de dafio” considerados (en adelante
CD) son de severidad constante, lo que significa
que durante la vida del componente suceden una
serie de procesos de "ataque", de tal forma que
cualquier acciéon que suceda durante uno de ellos
ocurre igualmente en todos.

2. Los niveles de dafio son discretos 1,2,..,j,..,b, lo que
implica que la vida del componente finaliza cuando
se alcanza el nivel b, que significa fisicamente, por
tanto, el fallo de la pieza o el fin de la fase de dafio
considerado (por ejemplo el fin de la nucleacion y
comienzo de la propagacion).

3. La acumulaciéon de dafio en un CD depende sélo
del propio CD y del nivel de dafio en el inicio del
CD.

4. Se consideraran tan solo modelos B de los
denominados de salto unidad, lo que implica que de
un CD solamente puede pasarse a lo sumo al nivel
inmediatamente superior, siendo los diferentes
niveles a lo largo del proceso estados de transicion,
mientras que el nivel final b de fallo es un estado de
absorcion, ya que desde €l no se produce transicion
alguna a cualquier otro estado.

Estas hipotesis conducen a un modelo de dafio
acumulado de tipo proceso de Markov estacionario,
discreto en el tiempo y de estados finitos [1]. Con ello,
utilizando los resultados de las cadenas de Markov, se
puede escribir inmediatamente

p, =poP' =p,,P t=0,12,... (1)
con
p.={p. (1) ... p,O) )

el vector de probabilidad de alcanzar cada uno de los
estados 1,2,...,b en un tiempo t, p o la distribucidn inicial

de los niveles de dafio para t=0 y P la denominada
matriz de probabilidad de transicion que, por la primera
hipotesis es constante para todos los ciclos al tener éstos
la misma severidad y, puesto que sélo puede irse de un
nivel de dafio al inmediato superior, debe ser de la
forma
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siendo pj la probabilidad de permanecer en el nivel ]
durante un CD, y gj la probabilidad de que en un CD el
dafio avance del nivel j al j+1, cumpliéndose, por tanto
que 1>p;>0,p;+q;=1.

Denotaremos por Wp la variable aleatoria “tiempo
necesario para alcanzar el estado b”, siendo Fy(t;b) su
funcion de distribucion, que cumple

Fy (x;0) = Piw, <x}=p_.(b), x=012,.. 4

La esperanza y los primeros momentos centrales de W,

se pueden obtener en funcién de p;, 1; tal como se
plantea, por ejemplo en [1]. Asimismo, a partir de los
valores de las medias y varianzas de la variable W, para
una serie de niveles de dafio es posible calcular los
valores de p;j, q; para cada uno de dichos estados. En
definitiva, para la construccion de la matriz de
transicion que define el modelo B sera necesario evaluar
los estadisticos (media y varianza) de la vida a fatiga
para una serie de niveles de dafio. Su obtencion se
plantea mediante un analisis por elementos finitos
probabilistas (método de la perturbacion, epigrafe 3).

2.1 Tratamiento estocastico de los espectros de
carga.

La variacion temporal de la solicitacion mecanica se
descompone en un conjunto de niveles de carga, cada
uno de los cuales se corresponde con una oscilacion
simple. Esto es, cada uno de los niveles considerados
tiene el tratamiento de un CD simple, ya descrito. Dado
el enfoque orientado a fatiga en metales de este trabajo,
una forma de obtener esta discretizacion es obteniendo
la matriz rainflow del espectro de cargas considerado, a
partir de la cual conocemos el valor medio, la amplitud
y la frecuencia relativa dentro del espectro de cada una
de las oscilaciones simples que lo integran.

Tal y como se describe en [2, 3, 4, 5, 11], utilizando el
método de los elementos finitos probabilistas y los
modelos B, se estiman los estadisticos (medias y
varianzas) de la vida a fatiga, para cada una de las
oscilaciones simples en las que se ha descompuesto el
espectro de cargas considerado, lo que permite obtener
las matrices de probabilidad de transicion P asociadas a

cada oscilacion simple. Una vez obtenidas es necesario
ordenarlas de una determinada forma para obtener una
matriz de probabilidad total, que sera el producto de las



P_siguiendo el citado orden, repitiéndose cada una de

ellas las veces necesarias para que su frecuencia de
aparicion coincida con la del espectro. Esto refleja el
orden de actuacion de las oscilaciones que integran el
especto. Sin embargo, para reproducir el espectro
aleatorio es necesario considerar todas las ordenaciones
posibles, respetando la frecuencia relativa de aparicion
de cada oscilacion. Para tener en cuenta todas las
posibles permutaciones de cada P, dado que se tienen

que repetir para que su frecuenta relativa de aparicion
coincida con la del espectro, ello conlleva la obtencion
de un numero ingente de secuencias de P, . Es por ello

que se pensd, que si fuera suficiente unas cuantas de
tales permutaciones para obtener resultados aceptables,
no se necesitaria semejante capacidad computacional.
Asi pues se planted un algoritmo alternativo al de las
permutaciones implementadas en el programa
mathematica, para generar un numero parcial de
muestras del total de las n!, donde n es el namero total
de matrices P, incluyendo las veces que se repiten para

reproducir su frecuencia relativa. En el apartado 4 se
obtienen resultados con uno y otro algoritmo, con
objeto de determinar si se obtiene algiin sesgo en la
muestra de menor tamafio generada.

3. EL METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
PROBABILISTAS

Bajo este epigrafe se describe brevemente el método de
la perturbacion (expresado en primer lugar por Hisada y
Nakagiri, 1981) [10], del Método de los Elementos
Finitos Probabilistas. Este método plantea desarrollos
en serie de Taylor del problema elastostatico genérico,
con el fin de obtener las sensibilidades de las variables
aleatorias resultado respecto a las variables aleatorias
introducidas como datos.

En general, la obtencion de las sensibilidades de un
problema como el que se plantea en la elastostatica
lineal (5) es muy interesante puesto que permite evaluar
la magnitud y el sentido de las variaciones que tendran
lugar en una variable objetivo (S) cuando varian en un
determinado sentido ciertas variables independientes
que la “controlan” (x). No obstante, este interés se
transforma en necesidad cuando se plantea el problema
de los elementos finitos de una manera probabilista.

Ku = f ©)

en la que la matriz de rigidez K depende de las
variables aleatorias «; (i=1,2,...,N). Es posible

desarrollar K alrededor de la media de cada oy
mediante series de Taylor, como se muestra en (6)

N
K=K"+Y Kla,+
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donde K es la matriz de rigidez evaluada en a=0%, K!
es la primera derivada parcial de K con respecto a @; y
evaluada en a=0y, Ki,-” es la segunda derivada parcial
de K con respecto a o, y o, evaluada en a=0, es decir

o K

_ 0K s 0K
' Oa,

u_ con g =[aa,...a, | (7)
' daa,
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Analogamente, el vector de fuerzas exteriores
f también puede depender de las variables aleatorias
a;. De esta forma, f admite un desarrollo en serie de

Taylor (aqui mostrado hasta orden 1 simplemente) de la
forma

f=f°+ifi’ai+... ®)
siendo 1= 9 )
oa;|,_,

El vector de desplazamientos incognita s también puede
desarrollarse de una forma similar (de nuevo tan solo
hasta orden 1)

N
=i+ ula . (10)

i=1

donde nuevamente el vector de derivadas parciales es

ul = Ou (11)
oa;| _,
En cada una de las expresiones anteriormente mostradas
(6, 8 y 10), los valores con superindice 0 (K’ fg y u’
respectivamente) corresponden a los valores medios de
las variables (o, lo que es lo mismo, a las funciones
evaluadas en los valores medios de sus variables). El
resto de las expresiones (aqui truncadas en orden de
desarrollo 1 por simplicidad en la exposicion, excepto
para la variable K) se corresponderan, cuando se realice
el andlisis estadistico de las mismas, a las varianzas de
las variables aleatorias consideradas (var(a)).
Con el presente planteamiento y, debido a la aparicion
en las expresiones anteriores de las derivadas de u, Ky f'
respecto a las variables aleatorias a;, es necesario
obtener dichos valores de duw/cu;, JK/ch; y J/ca; para
resolver el problema elastostatico probabilista. Para
obtener estas sensibilidades, se parte de la ecuacion de
equilibrio (5). Derivando ambos miembros respecto a
las variables consideradas como aleatorias ¢;
(i=1,2,...,N) se tiene la expresion (12)

* Se ha tomado como media de ¢; el valor de 0, opcion que no resta
generalidad al planteamiento del problema.



oK g _ o (12)
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De la resolucion de la anterior expresion (12) para cada
una de las variables aleatorias utilizadas, se obtendran
las sensibilidades tanto de u# como de K 6 f para el
sistema en cuestion.

En todos los pasos anteriormente expuestos, las
derivadas de la matriz de rigidez K respecto a cada
variable aleatoria se reducen a calcular la expresion
(13), ya que uUnicamente la matriz constitutiva D
depende de dichas variables (la matriz B es una matriz
operadora cinematica)

j IBT%BdA (13)

4. RESULTADOS

Se han utilizado los modelos B descritos por Bogdanoff
y Kozin para el tratamiento de carga espectral y asi
poder obtener las matrices de probabilidad de transicion
(PTM). Para ello se ha considerado una sefial espectral
con 5 niveles de carga. Cada uno de estos niveles de
carga posee una frecuencia de aparicion, considerada en
tanto por uno, y ademas esa aparicion de los niveles de
carga es aleatoria, es decir no se sabe con certeza qué
orden de aparicion tienen.

Lo primero es la obtencion de esas cinco matrices de
probabilidad de transicion (P). Se han considerado

matrices de dimension 38 X 38, donde para su obtencion
se utiliza el método de los elementos finitos
probabilistas y modelos B, siguiendo para ello el mismo
planteamiento que los trabajos de Bea et al [2, 3, 4, 5,
11]. Su obtencion sale fuera del alcance de este trabajo,
dada su extension, remitiendo al lector a las referencias
citadas para los detalles de su construccion. En la tabla
1 se muestran las esperanzas y varianzas obtenidas para
cada uno de los cinco niveles de carga considerados, los
cuales dan lugar a otras tantas matrices de probabilidad
de transicion.

En la Fig. 1 se muestran las funciones de distribucion de
la probabilidad de fallo, obtenidas directamente de cada
una de las cinco matrices de probabilidad de transicion
citadas. Es decir, indicarian la probabilidad de fallo si
tan solo actuara como carga la oscilacion simple que ha
dado lugar a la matriz de probabilidad de transicion
considerada.

Tabla 1. Esperanza y varianza de la vida para cada P,

P E Var

1

P1 485.895 | 7649.21
P2 749.999 | 17620.8
P3 430.654 | 5414.59

P4 2048.02 | 198088
P5 1364.68 | 66156.9

Failure Probability
1

0.8
0.6

0.4

0.2 /

500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Cycles

Fig. 1. Curvas de probabilidad de fallo para cada una de
las P consideradas aisladamente.

Una vez obtenidas dichas matrices es necesario
ordenarlas tal y como se ha indicado en el apartado 2.1.
Para ello se parte de un espectro donde la frecuencia
relativa de aparicion de cada oscilacion es la misma, por
lo que n=5, es decir, se tienen 5! (120) permutaciones
posibles. En el caso de la muestra incompleta se toman
60 permutaciones de las 120 posibles.

A continuacion se mostraran los resultados de medias y
varianzas obtenidos para el caso de la muestra sin sesgo

y la incompleta.

Muestra no sesgada:

Se han calculado cada una de las 120 matrices
consecuencia de la ordenacidon citada, mostrandose cada
funcion de distribucion asi obtenida en la Fig. 2, asi
como su valor medio (en rojo).

Failure Probability
1

0.8
0.6
0.4

0.2

: : Cycles
50 100 150 200

Fig.2. Funciones de distribucion para la muestra sin
sesgo (ver texto).

En la Fig. 3 se muestra la dispersion de las funciones de
distribucion obtenidas.
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Fig.3. Varianza de las curvas de distribucion de la
muestra no sesgada (ver texto).

Muestra incompleta

En este caso se seleccionaron 60 permutaciones de las
120 posibles, obteniéndose al igual que antes las
funciones de distribuciéon correspondientes a cada
ordenacion, y la funcion de distribucion media.

Failure Probability

1 e
0.8
0.6
0.4

0.2

— : : Cycles
20 40 60 80 100 120 140

Fig.4. Funciones de distribucion para la muestra
incompleta (ver texto).
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Fig.5. Varianza de las funciones de distribucion de la
muestra incompleta (ver texto).
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Fig.6. Comparacion entre la media para la muestra
completa (en rojo) y la parcial (verde).
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Fig.6. Comparacion entre la varianza para la muestra
con todas las permutaciones posibles (en negro) y caso
incompleto (rojo).

5. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra como se puede tener en
cuenta el orden de aplicacion de las oscilaciones
presentes en un espectro de carga, simplemente a través
de un producto matricial. Asi pues, una vez obtenidas
las matrices de probabilidad de transiciéon adscritas a
cada oscilacion simple, es muy sencillo tratar cada una
de las posibles combinaciones de dichas oscilaciones,
cada una de las cuales da origen a una materializacion
temporal particular del espectro de cargas considerado.

Si se comparan los resultados obtenidos con la muestra
completa (con todas las permutaciones posibles), y con
aquella en la que se ha considerado tan solo la mitad de
la muestra, podemos ver que las curvas de las medias
estdin solapadas perfectamente, mientras que las
varianzas difieren ligeramente. Este hecho indica que el
algoritmo utilizado para truncar las permutaciones no
incorpora sesgo en la muestra generada. También se ha
observado en este ejemplo que la convergencia a la
curva de distribucion media de todas las obtenidas es
muy rapida, ya que con tan s6lo la mitad de las citadas



curvas se obtiene la misma funcion de distribucion
media. Este hecho concuerda con los ejemplos
propuestos por Bogdanoff y Kozin, [1], si bien éstos
eran obtenidos a partir de datos experimentales.
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