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Resumen. En problemas de fretting fatiga de contacto completo con deslizamiento global, el estado de tensiones
en la zona del final del contacto, suponiendo comportamiento elastico de los materiales, puede ser singular. Para
caracterizar este estado de tensiones se deben obtener dos parametros: el orden de la singularidad y el factor de
intensidad de intensidad de tensiones generalizado (FITG). El primero se puede calcular analiticamente a partir
de la geometria del punzon, las caracteristicas de los materiales, el coeficiente de rozamiento y el sentido del
deslizamiento. Es habitual obtener el FITG por procedimientos numéricos siendo la técnica de extrapolacion de
tensiones (a partir de resultados de elementos finitos) la mas utilizada. En este trabajo se define una integral de
contorno independiente del camino que permite obtener el FITG. Mediante este nuevo método, para la misma
discretizacion, se calcula con mejor precision el FITG. Ademads, se evita tener que realizar una discretizacion
muy fina de la zona singular, ya que la integral de contorno puede ser aplicada a lo largo de caminos alejados de
la zona dominada por la singularidad gracias a la propiedad de independencia del camino.

Abstract. In complete contact fretting problems under global sliding conditions, the stress state at the corner of
the contact zone is singular (assuming elastic behaviour). This stress state is characterized by means of two
parameters: the order of singularity and the generalized stress intensity factor (GSIF). The former can be
analytically calculated provided the geometry of the indenter, material properties, friction coefficient and
direction of sliding are known. The GSIF is usually obtained by means of numerical procedures. One of the
most used is the application of the stress extrapolation technique in combination with a FE analysis. In this
work, we define a path-independent contour integral which enables the GSIF calculation. Using this novel
technique, a much more accurate estimation of the GSIF can be obtained for a given discretization. In addition, a
refined mesh around the singular point is not needed, because the contour integral can be applied along paths far

from the singularity dominated zone due to its path independence.

1. INTRODUCCION

En ciertos componentes de maquinas, como uniones en
ejes por interferencia o ejes acanalados, el analisis de la
iniciacion y crecimiento de grieta se puede realizar a
través del calculo del estado de tensiones que se genera
en la zona cercana al contacto [1]. En estos
componentes el contacto es completo, es decir, el
tamafio del area de contacto es independiente de la
carga normal.

Considerando comportamiento elastico del material, y
dependiendo de la configuracion, el estado de tensiones
en los extremos de la zona de contacto puede ser
singular. Normalmente se asume que en la zona mas
cercana al final del contacto, el término con mayor
orden de singularidad dominard sobre el resto y el
campo de tensiones vendrda dado por éste. Para
caracterizar el campo singular se utilizan dos
parametros, que son el orden de la singularidad A y el
factor de intensidad de tensiones generalizado K©
(FITG). La zona del final del contacto puede presentar
condiciones de adhesion o deslizamiento, y el estado del
contacto puede ir variando durante un ciclo de carga. El

orden de la singularidad se puede calcular de forma
analitica y depende de la geometria de los cuerpos en
contacto, de los materiales y del coeficiente de
rozamiento. En el caso de adhesion el problema se
puede analizar como una entalla en V y para la
condicion de deslizamiento se puede utilizar la solucion
propuesta por Comninou [2] y Theocaris [3].

Para evaluar el FITG es necesario utilizar un método
numérico como puede ser el método de los elementos
finitos. Normalmente se utiliza una técnica de
extrapolacion de tensiones para calcular este parametro.
Sin embargo, el método de extrapolacion de tensiones
presenta diversos inconvenientes, como la necesidad de
su aplicacion en una zona proxima al punto singular, en
la que la solucion de EF tiende a ser de peor calidad que
en zonas alejadas del punto singular. Ademas, la
eleccion de los puntos de ajuste al campo singular
necesita de la intervencion del usuario.

En este trabajo se propone una integral de contorno
independiente del camino para el célculo del FITG en
problemas de contacto completo en condiciones de
deslizamiento global. De esta forma, el calculo del



FITG se realiza de forma indirecta a partir de principios
energéticos de la elastoestatica. La integracion se
extiende en una zona que rodea al punto singular,
evitando el entorno proximo a la esquina en el que la
solucion de EF presenta un mayor error. Con el fin de
verificar numéricamente las soluciones aportadas por la
integral propuesta, en el trabajo se presenta una
comparacion de los resultados obtenidos con la técnica
de extrapolacion de tensiones para un ejemplo
numeérico.

2. CAMPO SINGULAR

El problema de contacto plano con deslizamiento fue
analizado en primer lugar por Comninou [2] y Gdoutos
y Theocaris [3]. Mugadu ef al. [4], basandose en las
soluciones anteriores analizaron los campos singulares
que aparecen en un ensayo de fretting fatiga. La Fig. 1
muestra la zona del final de contacto entre un
indentador plano y un semi-plano infinito. El indentador
forma un &ngulo y con la superficie libre del semiplano
y se encuentra en condiciones de deslizamiento global.
El campo de tensiones para puntos cerca de »=0 es,
normalmente, singular. Dependiendo del valor del
coeficiente de rozamiento en el contacto, f, del sentido
de deslizamiento, de la geometria del indentador
(angulo w) y del material, se obtiene un campo de
tensiones y un orden de la singularidad A diferente.
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Fig. 1. Esquema del problema de contacto completo.

Si se supone que los cuerpos en contacto son del mismo
material, elastico e isétropo, con modulo de Young E,
coeficiente de Poisson v y moddulo de rigidez a
cizalladura g, el problema se resuelve encontrando la
funcion de Airy que cumpla las condiciones de
contorno en cada uno de los dos cuerpos en contacto. El
campo de desplazamientos se puede escribir como:
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)
o) =100 = 2K o) ®
o)

donde @ denota el soélido en cuestion (‘" para el
indentador y  para el semiplano) y j es cada uno de los
modos correspondientes a cada uno de los autovalores.
A partir del vector de tensiones y definiendo un vector
normal n es inmediato el célculo del vector de
tracciones o;n;. El calculo de los autovalores (4;) y
autovectores (¥, y @) del problema se puede
encontrar en [4]. Los autovalores 4; son las raices de la
siguiente ecuacion caracteristica:

AX) = cos(?wc)(sin2 Ly — A7 sin’ w)+
+0.5sin(Am)(sin 2Ay + A sin 2y )+ (3)
+ A1+ 2)sin(An)sin® y =0

3. INTEGRAL INDEPENDIENTE DEL CAMINO

En la ausencia de fuerzas volumétricas presentes en los
solidos en contacto, el principio de reciprocidad de
Maxwell-Betti establece que:
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para una integral cerrada en cada uno de los sélidos  y
donde los campos de desplazamiento 4 y u" son

campos cualesquiera que cumplen las ecuaciones de
equilibrio. Los campos de tensiones ¢ y & son los

asociados a 1 y 1", respectivamente. Combinando la
aplicacion del principio de reciprocidad a ambos solidos
en una unica ecuacion se puede escribir:
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Fig. 2. Caminos de integracion.



Si se realiza la integral correspondiente a los cuerpos 1
y 2 a lo largo de los caminos definidos en la Fig. 2 se
tiene que las integrales anteriores se evaluaran en los
tramos 1"1(1), 1"2(1), 1"3(1) y 1"4(1), para el cuerpo 1, y 1"1(2),
0%, 5% y 1,2, para el cuerpo 2. Dado que en la
superficie libre de los cuerpos en contacto no hay
aplicada ninguna carga, las integrales correspondientes
a los tramos T';" y I';®) seran nulas si tanto 4 como

u"” cumplen estas condiciones de contorno. Si se define
la unién de los tramos 2 de los dos cuerpos como
=000r,@ y la de los dos tramos 4 como
r=r,P0r,?, la ecuaciéon (5) queda:
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A la ecuacion anterior se suman y restan las integrales
evaluadas en el tramo del contacto que va del final del
contacto hasta el camino de integracion I'y (la integral
se realiza en el sentido indicado en la Fig. 2), de forma
que operando se obtiene que:
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donde se ha definido el camino —I'4; como el camino I'y
integrado en sentido contrario al mostrado en la Fig. 2.
Si se definen los caminos de integracion I'c, y I'cy que
van a lo largo de la linea de contacto, desde el extremo
del contacto (punto singular) hasta intersectar con los
caminos I'; y [y respectivamente, a partir de la
expresion (7) se obtiene que:
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Es decir, se demuestra que se puede definir una integral
cuyo valor no depende del camino de integracion. Esta
integral independiente del camino tiene en general la
siguiente forma:
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donde se ha definido (ver Fig. 3) un camino cualquiera
Iy el camino I'c" que va a lo largo de la linea de
contacto, desde el punto final de contacto (punto
singular) hasta intersectar con el camino anterior.

4. PROPIEDADES DE ORTOGONALIDAD

A continuacidn se va a obtener un campo auxiliar que
permita extraer el FITG asociado al modo i, KE. La
evaluacién de las integrales a lo largo del camino I'c” en
la expresion (9) puede ser complicada, ya que la tension

es singular en la zona final del contacto. Por tanto, se
impondra como condicion adicional que el campo
auxiliar anule el integrando de estas integrales.

e

Fig. 3. Camino de integracion arbitrario.

Los desplazamientos del campo auxiliar de extraccion
se tomaran como:

fupy=r e {20} (10)

con componentes en polares u,, u,y definidas de la
forma siguiente [4]:

E

e

expresion en la que se ha definido

s, =sin((A+1)9) s_=sin((21-1)0)
¢, =cos((2+1)9) ¢ =cos((21-1)9)

siendo para el campo de extraccion A =—Az. Ademas,
m = 4/(1+v) en problemas de tension plana y m = 4(1-v)
en deformacion plana. El correspondiente campo de
tensiones de extraccion sera:

S s (O (11)

cuyas componentes en coordenadas polares G,,, Gy, G
definen, por este orden, el vector:

(+D)(-as, b0, )+ 0.-3) s —de )
A+ 1)((1“)5+ +b%%, +cs + d“)cf)
(+D(-ae, +6%%s )+ (-2)-cVe +d®s )
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El vector de tracciones se define a partir del vector de
tensiones y se expresa como:

{ro}= g B (12)

donde {E E")} son las funciones trigonométricas

provenientes de realizar el producto o;n;. Para obtener

los pardmetros que definen el problema de extraccion

coeficientes a”, b7, ¢, y d?) se tienen en cuenta las
y

siguientes condiciones de contorno:

fpp)= L0 Das, +b%, )+ +1-m)c?s —dc )
A+ 1)(— a%c, + b(f>s+)+ -1+ m)(c"')cf + d(”s,)



) 62(r,-m)=0
3) oy (ry)=0

2) of) (r,—rt) =0

(13)
4) oby(ry)=0

Ademas, para obtener la funcién de extraccion, se
afiaden cuatro condiciones adicionales que anulan los
integrandos de las integrales a lo largo del camino I'c’
en la expresion (9):

5) (u;” (r,O) —ul? (r,O))— f(uil) (r,O) —u? (r,O)) =0

6) o' (r,0)=0 (14)
703 (r0)=0

8) oy (0)- 04 (r0) =0

Aplicando la transformada de Mellin se llega al
siguiente problema de valores y vectores propios:
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e 0 0 0 0
.0 0 0 0
0 0 0 0
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A =
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((A+1) —f(a+1) (1-2-m) flm-21-1)
donde s.y=sin((1+)y), s-w=sin((1-Hy) y

analogamente para las funciones coseno. Para que el
sistema tenga solucion distinta de la trivial, el
determinante de la matriz debe ser nulo. Se puede
demostrar que si A es un autovalor del problema
original, —4 es un autovalor del problema de extraccion.

La expresion (9) es valida si se utiliza el campo
solucion y el campo de extraccion definido
anteriormente. Debido a las condiciones de contorno
aplicadas en el campo de extraccion, las integrales

realizadas en la zona de contacto se anulan (porque se
anula su integrando). Con el fin de demostrar la
propiedad de ortogonalidad, la integral (9) se aplica a
un camino circular de radio p,

]rp (u’“E): Zpkﬁxf KfC Ci,E (16)
il

donde se ha tenido en cuenta que el camino es circular
(ds=pd0) y se han definido las constantes C;y que
relacionan cada uno de los modos i con el modo de
extraccion £ como:

Cor = [ B ) ple,) oo {1

Notese que esta integral debe descomponerse en dos
tramos (uno para cada solido), ya que las funciones
trigonométricas del integrando varian de un so6lido a
otro.

Como la integral de la ecuacion (16) no depende del
camino, no puede depender de p. Por lo tanto, para todo
modo i tal que A;#A4g se cumple que Cip=0
(propiedad de ortogonalidad). Unicamente cuando el
modo de extraccion es tal que Ag = 4, entonces C; g # 0.

5. METODO DE EXTRACCION

Si el campo exacto de desplazamientos ug, y tensiones
ogx del problema inicial vienen dados por las
expresiones (1) y (2) (el campo de tracciones exactas
seria TEy), y se define el campo de extraccion definido
en el apartado anterior para el valor de Az (que
corresponde con el autovalor del modo n que se desea
calcular), teniendo en cuenta las propiedades de
ortogonalidad, la ecuacion (16) queda:

lrp (uE)UuE):KnC Cri (18)

y por tanto el factor de intensidad de tensiones
generalizado asociado al modo 7 es calculable a través
de la expresion:

K¢ =
Cn,E

T e ) = [l = e s 19)

donde se ha tenido en cuenta la independencia del
camino de la integral en (9), siendo I cualquier camino

arbitrario que comience en §=—n y termine en 6= y,
(ver Fig. 3).

En la practica, es habitual estar interesados en el calculo
del FITG asociado al primer autovalor positivo, A, ya
que da lugar a tensiones con mayor orden de
singularidad que dominan en las proximidades del
extremo del contacto (punto singular). Para ello, (19) se



particulariza al caso n=1. Obviamente, el método es
aplicable al calculo de cualquier otro FITG K.
Utilizando un método numérico para el analisis de un
problema concreto, tal y como el método de los
elementos finitos, es posible aproximar los campos
exactos por los correspondientes campos de EF. La
estimacion del FITG a partir de los campos de EF estara
basada en la ec. (19):

K6 = o [ b @

Cn,E

6. VERIFICACION NUMERICA

6.1. Descripcion del modelo numérico

Se ha verificado la bondad de la metodologia propuesta
a través de su aplicacion al analisis mediante EF del
modelo probeta-indentador esquematizado en la Fig. 4.
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Fig. 4. Modelo probeta-indentador utilizado en la
verificacion numérica.

El angulo y es 121° el coeficiente de rozamiento
f=0.6, el material de probeta e indentador es acero (se
supone con comportamiento elastico), con £ =208 GPa
y v=10.3. Estos datos se aproximan al problema real de
un eje acanalado. El semiespesor de la probeta es t= 5.0
mm, la anchura del indentador en la base de contacto es
2a =10.1 mm y la altura entre la base de contacto y el
punto de aplicacion de las acciones es 4 = 14.0 mm. La
profundidad es 10.0 mm y se ha supuesto un estado de
deformacion plana.

Las acciones sobre el indentador son aplicadas en dos
pasos de carga: en el primero, se incrementa la carga P
sobre el indentador hasta alcanzar el wvalor
P..x=17.65 kN. En el segundo paso de carga, se aplica
un desplazamiento impuesto al indentador hacia la
izquierda de valor maximo |Ul.x= 60pum, bajo la accion
mantenida de Pp,x. Notar que se ha optado por imponer
un desplazamiento U al indentador (control en
desplazamientos) para garantizar la convergencia
numérica del problema en el momento en el que se
alcance el deslizamiento global del indentador.
Asimismo, se ha restringido la rotacion de la parte
superior del indentador (modelada mediante elementos
rigidos).

La Fig. 5 muestra la evolucion de las cargas aplicadas a
lo largo de los dos pasos de carga. Notar que el primer
paso de carga se subdividié en 4 incrementos, mientras

que en el segundo se utilizaron 20 incrementos. Durante
el segundo paso de carga, las condiciones de contacto
evolucionan del siguiente modo: adhesion total,
deslizamiento parcial y deslizamiento global. El estado
de deslizamiento global hacia la izquierda se alcanza en
el incremento 16 y prosigue hasta el final del paso de
carga. En este trabajo se analizard inicamente el valor
del FITG en la esquina izquierda y para el incremento
18 sefialado en la Fig. 5.
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Fig. 5. Evolucion de las cargas aplicadas a lo largo de
los dos pasos de carga.

El modelo de EF estd constituido basicamente por
elementos cuadrilateros cuadraticos de 8 nodos, aunque
se han utilizado también elementos triangulares
cuadraticos de 6 nodos en el mallado de la porcion del
indentador junto al extremo del contacto (ver Fig. 6). El
tamafio de elemento en las proximidades del extremo
del contacto es =10 a.

6.2. Extraccién del FITG

Al tratarse de un deslizamiento global hacia la izquierda
(hacia fuera de la zona de contacto), f debe tomarse
como —0.6 en la ecuacion caracteristica (3), resultando
como primer autovalor positivo A; =0.46908. Para
extraer el valor del FITG K€ asociado a este modo se
debe utilizar el campo de extraccion definido en la
Seccion 4, tomando Az= 4.

Con el fin de comparar los valores del FITG obtenidos a
través de la integral de contorno con un valor de
referencia, se utiliz6 la técnica de extrapolacion de
tensiones. Dado el elevado refinamiento de la malla
utilizada en el modelo, la técnica de extrapolacion de
tensiones puede proporcionar un resultado de referencia
aceptable. Para ello, se llevd a cabo el ajuste de las
tensiones oy en el plano de contacto junto a la esquina
izquierda despejando de la siguiente expresion y
extrapolando parar — 0 :

Goo(7,0) = KErM171(0.66904) 1)
Para la aplicacion de la integral independiente del

camino se utilizaron 5 caminos diferentes representados
en las Fig. 6 y 7. Notar que los caminos 2, 3 y 4 son



circulares y que los caminos 1 y 5 contienen lados
rectos. Los caminos 1 y 2 se pueden considerar en el
interior de la zona dominada por la singularidad,
mientras que los caminos 3, 4 y 5 atraviesan zonas en
las que la influencia de otras componentes no singulares
del campo puede ser importante (el contorno inferior del
camino 5 recorre el contorno del modelo analizado).

Fig. 6. Detalle de la malla en el entorno del extremo de
la zona de contacto. Se muestran los caminos 1 y 2 y la
posicion relativa con respecto al camino 3.
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Fig. 7. Posicion de los caminos 3,4 y 5.

Los caminos recorren los lados de los elementos. Para la
evaluacion de la integral de contorno (20) se utilizaron
los valores nodales del campo de desplazamientos y los
valores promediados en nodos de los campos de
tensiones. Se utiliz6 una integracion numérica a lo largo
de cada lado de elemento utilizando 3 puntos de Gauss
(se comprobd que un nimero mayor de puntos de Gauss
proporciona practicamente los mismos resultados).

Para la obtencion de K,© segin (20) es necesario
calcular la integral C,y de acuerdo con su definicion
(17), resultando C; ;= —4.17435-107"",

La Tabla 1 muestra los resultados obtenidos para cada
uno de los caminos, asi como la comparacion con el
valor de referencia. Se verifica la gran concordancia
entre los valores estimados a través de la integral de
contorno y el valor de referencia obtenido mediante

Tabla 1. Resultados obtenidos con la integral propuesta.

K, via integral (20)
(Parm'™")
—1.10646-10’
-1.10462-10’
—1.10375-10’
—1.10357-10’
—1.10347-10’

K€ via extrap. tens.

Camino (Pa: ml-M)

-1.09728-10’

N |WIN|—

extrapolacion. Ademads, se observa la gran indepen-
dencia del valor de K, con respecto al camino tomado.
Notar que el valor asociado al camino 1 es ligeramente
diferente al obtenido con otros caminos, posiblemente
debido a la peor calidad de la solucion de EF en la
proximidad del punto singular. En cualquier caso, queda
patente la bondad del método propuesto, ya que permite
obtener el FITG incluso en caminos muy alejados del
punto singular y por tanto, sin necesidad de utilizar una
malla refinada.

7. CONCLUSIONES

Se ha propuesto una integral independiente del camino
para obtener los FITG asociados a cada autovalor de un
problema de contacto completo con deslizamiento
global. La integral se basa en el principio de
reciprocidad de Maxwell-Betti. Se ha propuesto la
utilizaciéon de un campo de extraccion que evita la
evaluacion de integrales de contorno en caminos que
parten desde el extremo del contacto (cuya evaluacion
numérica es poco precisa), obteniendo una integral de
contorno que puede ser calculada en zonas alejadas de
la singularidad, con gran precision y sin necesidad de
utilizar mallas refinadas. El método se ha aplicado a un
modelo numérico de EF obteniendo excelentes
resultados.
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