UN MODELO DE CRECIMIENTO DE GRIETA COMPATIBLE CON EL CAMPO DE WOHLER
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RESUMEN

En este trabajo se desarrolla un modelo dimensionalmente congruente que reproduce la curva completa de velocidad de

crecimiento de grieta. El modelo considera un rango del factor de intensidad de tensiones normalizado AK™, definido
en el dominio [0, 1], que puede interpretarse como una funcién de distribucion, aprovechando la experiencia estadistica
sobre este tipo de funciones, particularmente en lo relativo a los métodos de estimacion de parametros. Por otro lado, se
aplica un transcendental teorema que posibilita relacionar entre si las curvas de crecimiento de grieta a-N obtenidas
para diferentes rangos de tensién Ao y longitudes iniciales de grieta a,, permitiendo derivar las curvas S-N en funcién
del tamafio inicial de grieta a partir de curvas de velocidad de crecimiento de grieta y probando la relacidn existente
entre el modelo basado en tensiones y el basado en la mecanica de fractura. EI modelo se aplica a un conjunto de datos
experimentales de un cierto acero aleado obteniéndose las curvas de velocidad de crecimiento de grieta y de curvas S-N
para su posterior aplicacién en la evaluacién practica de vida de fatiga en estructuras y elementos mecanicos.

PALABRAS CLAVE: Curvas de velocidad de crecimiento de grietas, Campo S-N, modelo de Gumbel
ABSTRACT

In this work, a dimensionally congruent model is developed to reproduce the complete crack growth rate curve. The

model considers a normalized stress intensity factor range AK™ defined in the domain [0, 1] that can be interpreted as a
cumulative distribution function, thus taking advantage of the statistical experience inherent to this type of functions, in
particular, in what concerns the parameter estimation methods. Beside this, a relevant theorem is then used showing the
possibility of deriving crack growth curves a-N for different stress ranges 4o and initial crack lengths @, from a unique
reference curve. Thus, the S-N curves can be derived from the crack growth rate curves as a function of the initial crack
size proving the close relation between the stress based model and that based on the fracture mechanics. The model is
applied to a set of experimental data from a certain steel alloy allowing us the derivation of crack growth rate curves
and S-N curves for subsequent application in the practical assessment of the fatigue life of structures and mechanical
elements.
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1. INTRODUCCION [2,3]. Todas ellas proponen algun tipo de funcion

analitica para representar la curva de crecimiento de
La relacidn entre velocidad de crecimiento de grieta y el grieta mediante adecuado algoritmo. Otros modelos
rango del factor de intensidad de tensiones propugnan, desde su inicio, el empleo consecuente de
da/dN =CAK™ propuesta por Paris-Erdogan [1], ha variables 'y parametros adimensionales [4]. La
supuesto una meritoria contribucién en la evaluacién de consideracion de una posible relacion entre las curvas
vida a fatiga de componentes agrietados. De ella han de crecimiento de grieta y el campo S—N 0 &£~ N se
surgido  innumerables  publicaciones que  han plantea s_olo _excepcnonalmente y, en todo caso, desde
introducido mejoras en lo relativo al rango de modelos inspirados en la ley de Paris [5].

aplicabilidad  da/dN, relacion de tensiones
R=0,, /0 referencia del limite elastico vy

min max

consideracion de efectos plasticos de cierre de grieta

En este trabajo se propone un nuevo modelo basado en
el analisis dimensional y en propiedades especificas de
la curva da/dN — AK . La propuesta de un rango del



factor de intensidad de tensiones normalizado AK™
definido en el dominio [0, 1] permite la consideracién
de la curva como funcion de distribucion f.d.d.,
aprovechando la experiencia estadistica con este tipo de
funciones, particularmente en lo relativo a los métodos
de estimacion de parametros a partir de los resultados
experimentales. Tras la integracion de la ecuacién
diferencial se prueba, mediante un importante teorema,
que si la dependencia del factor de intensidad de
tensiones respecto a geometria y carga puede ser
descrita mediante unas determinadas familias de
funciones, cualquier curva de crecimiento de grieta,
correspondiente a una grieta inicial @, y un rango de

tensibn Ao, queda definida a partir de una Unica
solucion particular, o curva de referencia, lo que
constituye una alternativa a modelos basados en auto-
similaridad. De este modo es posible establecer una
relacion entre las curvas de crecimiento de grieta y el
campo de Wohler, permitiendo una propuesta unificada
para el analisis de fatiga en elementos y estructuras.
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Figura 1. Curva de velocidad de crecimiento de grieta

2. EL MODELO PROPUESTO

De acuerdo con investigaciones previas [6-8] la
dependencia del tamafio de grieta puede definirse,
simplificadamente mediante la relacion

a*(N¥)=q,(ay, AK"(a*(N¥).4K,, 4K, ), @
en la que

a =a/W,ay=a,/W,N =N/N,,AK, = 4K, / K,
Ak, = 4K, /K, con los significados siguientes: a,
tamafio de grieta, a,, tamafio inicial de grieta, W,
anchura de probeta, N, nimero de ciclos, ~,, nimero
de ciclos de referencia, 4K, , rango umbral del factor
de intensidad de tensiones, 4K, , rango limite del factor
de intensidad de tensiones y K, , tenacidad a fractura
caracteristica del material.

Derivando (1) se obtiene

LD — (A (a* (N9, 4K, 4K, )); ' (0)=a; ©)

de la que la ley de Paris es una simplificacion. Las
curvas de crecimiento de grieta se pueden obtener por
integracién de la ecuacion (2), que representa una
solucién determinista para una geometria de probeta y
tamafio dados de un determinado material bajo
condiciones fijas de ensayo (relacion de tensiones

R =c, . /o Y rango de tensiones adimensional Ac”.

2.1 Establecimiento del modelo

En el modelo se consideran dos posibles mecanismos de
rotura competitivos, el debido a un crecimiento estable
de grieta y el asociado con la propagacion inestable de
grieta (fig.1), que es el determinante en la practica. Esto
conduce a la consideracion de un valor asintético

superior, AK;;, que con el valor asintético inferior, o
umbral, 4K; marcan el rango de existencia tedrica
de 4K ™. De acuerdo con ello se define la variable

oy _ log K" —log 4K, 3)
logAK;p —logAK; '

que toma valores en el intervalo [0,1] y es

monotonicamente creciente en la funcion (2), lo que

permite interpretarla como la inversa de una funcién de
distribucién F , en particular:

m% = FH(AK™ (a* (V) = H(AK (a* (N*)) (4)

=H(AGY (a*(N)Wra (N*) )= H(Ac Z(a* (N¥)),

en la que

H(AK' )=F~ log AK” —log 4K, ©)
log AK,,, - log AK ),

y

Z(a*(N*)):Y*(a*(N*))W, (6)

con lo que

%:exP[H(AO'*Z("*(N*)))]:V(AO'*Z(a*(N*))). (7)

La forma de la curva de velocidad de crecimiento de
grieta identificada como una funcidn de distribucion, es
atribuible a los cambios microestructurales continuos
que se suceden en el material durante todo el proceso de
fatiga. En este caso se aprovecha la experiencia
acumulada en el estudio de las f.d.d. y en los métodos
de estimacién de parametros en el andlisis del
crecimiento de grieta para reproducir no sélo la zona
lineal de Paris, sino el conjunto de curva de velocidad
de crecimiento de grieta.



2.2 Solucion de la ecuacion diferencial

La ecuacién diferencial (7) permite obtener la curva de
crecimiento de grieta «"(N") en funcion de N”para la

condicion inicial «"(0)=a, cuando el rango de tension
Ao’ = Ao, permanece constante. Entre las deducciones

tedricas desarrolladas en [9], se demuestra un teorema,
segln el cual si a,(N") representa la solucién de la

ecuacion diferencial (7) para Ac" =40, Y a'(0)=a, Y

la funcion Z(a'(N*)) presenta una de las formas

siguientes:

Z(aU:{T efo(UaV) ®)
(Qa +T)

en la que 7,U,Q y V son constantes arbitrarias, el

tamafio de grieta «"(N") tras N ciclos para cualquier

combinacion Ao = Ao, y a'(0)=a,, viene dado por la

expresion

a*(N*)zz*’{%z[a;(pk N* +a;"(z*’(p2(a’,‘)))ﬂ } 9)

A
donde p = 291
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Figura 2. Resultados experimentales y ajuste del

modelo de velocidad de crecimento de grieta.

2.3 El modelo de Gumbel

Dentro de las posibles funciones de distribucion a elegir
para el modelo, se considera conveniente la de Gumbel
para maximos:

F(x)=exp|:—exp[a_x]:|; y>0 (10)
y

lo que conduce al modelo

log AK" —log AK}, — F| log da"
logAK:;7 —log AK ), dN"® (11

dependiente de cuatro parametros: a, , 4K, Yy AK,:p .

2.4 Estimacion de los parametros del modelo

En este caso, dado que las magnitudes observadas son
deterministas, no estd justificado el método de maxima
verosimilitud, por lo que se aplica la técnica de minimos
cuadrados, en particular

Minimize  O(a.,y,AK;, 4K, ), (12)

a,y, AKy , AK

donde Q(a.y,4K,, . 4K,, ) viene dado por

{ log AK; —log AK ,

=

* : (13)

a-aq;

—(log AK:p —logAK;,)exp —exp|

. » da"
siendo a; =
d

y 4AK;,i=12,.,n los puntos de los

*

datos.
2.5 Ejemplo de aplicacion

Como ilustracion se presenta la aplicacién del modelo a
un caso préctico, en el que se tratan los resultados
experimentales obtenidos en el Fraunhofer IWM para
un determinado acero estructural. Para la determinacion
de los resultados relativos a la curva de velocidad de
crecimiento de grieta se utilizaron probetas del tipo
CCT [9].

Se consideraron como variables de normalizacion:

N, =1000 ciclos, D =W =24 mm, B =10 mm,
K, =200 MPam'’?,

obteniéndose, tras la minimizacién de la funcion (11),
siguientes valores estimados de los parametros

a=-4.5155,y = 4.8092,log AK,, =—2.7981,
log AK,, = 2.5709,
es decir, 4K, =12 MPam'?, 4K, = 2615 MPam'"? .

(14)



En la fig. 2 se representan los datos experimentales para
el material ensayado y la curva de velocidad de
crecimiento de grieta da’/dN"-AK” ajustada, que
muestran una buena concordancia. Como consecuencia
de la concentracién de datos en la parte inferior de la
curva y la practica carencia en su parte superior, el valor
de 4K, no resulta creible. Una solucién conservadora
se puede alcanzar imponiendo inicialmente
4K, = AK, donde 4K corresponde al crecimiento

inestable de grieta, determinado al alcanzarse
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Figura 3. Curvas de crecimiento de grieta resultantes
de la aplicacion de (8).

En la fig. 3, se muestra la curva de crecimiento de grieta
de referencia, obtenida para Ac=90MPa Yy

a =32mm tras la integracion de la ecuacién (7)

mediante el procedimiento Dsolve de Mathematica,
basado en el método Runge-Kutta. A partir de esta
solucién se puede determinar la curva de crecimiento de
grieta para cualquier condicion de carga y tamafio
inicial de grieta, tal como se desprende de la figura 3a,
en la que se representan, junto a la curva de referencia,
las curvas resultantes de aplicar la ecuacién (9) a los
casos Ac =105,120 y 150 MPa para un mismo tamafio

inicial de grieta. De manera similar, la figura 3b recoge
las curvas de crecimiento de grieta para el mismo rango
de tensién Ac =90 MPa y diferentes tamafios iniciales

degrieta ¢ =3.2,42,59 y 8.6 mm .

3. CRECIMIENTO DE GRIETA'Y CURVAS S-N

La trascendencia del teorema mencionado en el
apartado 2.2, queda patente al permitir la obtencién de
curvas S-N, en el sentido de vida remanente a fatiga, a
partir de las curvas de crecimiento de grieta. Si se
considera un tamafio inicial de grieta aleatorio,

representado por 4, , la relacién entre el tamafio final
de la grieta «; y el nimero de ciclos hasta la rotura
viene dada por:

a; (N;.)=Z—1{éz[a;(pk N; +a;-1(z-1(pz(A;)) )H } (15)

que permite, a su vez, calcular el tamafio inicial de la
grieta en funcion de la vida a fatiga mediante

Ay = zf{éz[ a, ( a” [z*’(p Z(a;))]—p" N;-H } , (16)

en la que a’; se determina a través de la condicion de
fractura bajo propagacion inestable estatica

* ]
. —— 17
T 4, o R )

En este caso, optando por la segunda variante de (8), se
obtiene

Z(a")=(0a" +T)"=(0.1261156174a" +0.9701834)%°,  (18)

cuyos coeficientes se estimaron mediante el método de
los minimos cuadrados, permitiendo un ajuste
practicamente perfecto de la expresién clasica

Z(a" )= Y*(a*)\E =sec(ma” )(1-0.025(2a" )> +0.06(2a" )' Jzd"

propuesta en los textos clasicos [10]. Con ello queda
justificada la forma requerida en (8) y, en consecuencia,
garantizada la condicion de aplicabilidad del teorema, al
menos en el presente caso.

Si se define a; como el tamafio de grieta asociado al
percentil p, el campo S-N probabilistico vendrd dado

por
* )1 wf w1 * -
a”zzl{zz[”"(“” l 1(”2(“/'”]"*“)” (19)
=F(1-p)
o, respectivamente,

1 . [ .
o oz a2 0zay) 20)

N,
f
o




que representa la ecuacion de la curva percentil p en el
campo S-N para una grieta inicial a; .

4. RELACION ENTRE LAS FUNCIONES DE
DISTRIBUCION CORRESPONDIENTES A LA
LONGITUD DE GRIETA Y VIDA EN FATIGA

En esta seccién se muestra cémo derivar la f.d.d. del
tamanho de la grieta inicial o la f.d.d. de la vida en

fatiga para un Ao dado. De acuerdo con (21), es
posible obtener la f.d.d. de a, a partir de la f.d.d. de

* - .
Nf COmo SiIgue:

F.(ay)=Pr(4;<a;)
:Pr(Z I{;Z[ag(aﬂ I[Z ’(pZ(af))]—PkN/H }Saa]

=Pr[N; . o'l (pza; ))]p—ka,’;’ [z (pza, ))]]

(21)

k
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Figura 4. Curvas S-N obtenidas de la ecuacion (19).

Como se pude observar, para conocer la forma de las
curvas percentiles del campo S-N no se requiere

conocer la f.d.d. FA*(a;), mientras que para identificar
0
el percentil asociado a un determinado valor de p si es

preciso conocerla previamente, aunque puede ser
deducida a partir de la f.d.d. 7, . (N}) , COMO Se vera en
S

la proxima seccion.

Retomando el ejemplo de la seccidn 3, en la figura 4 se
muestran  los percentiles de las curvas S-N
correspondientes a los tamafios iniciales de grietas
a,=32,42,59 y 86mm para un tamafo critico de

grieta a, = 12 mm (a} =0.5). Obsérvese que, contraria-

Reference

Crack growth

a, N

Figura 5. Correspondencia entre las curvas de

crecimiento de grieta y las curvas S-N.

mente al campo S-N convencional, el limite de fatiga
depende del percentil.

A su vez, la correspondencia existente entre las curvas
de crecimiento de grieta y el campo S-N queda ilustrada
esquematicamente en la figura 5, en la que se puede
observar la relacion entre la funcion de densidad del
tamafio inicial de grieta y la funcion de densidad de la
vida de fatiga para un rango determinado de tension
Ao; . Esta Ultima, deducida de las curvas de crecimiento
de grieta, tiene que coincidir con la funcién de densidad
resultante en el campo S-N.

Esto demuestra que la informacion estadistica
proporcionada por FN*(N* ) relativa a un particular
rango de tensidon del campo S-N, juntamente con la
curva de crecimiento de grieta de referencia a,(-)
permite la determinaciéon de la f.d.d. de la longitud



inicial de grieta FA;(A;). De este modo, combinando

ensayos de fatiga para 40 y R fijos con ensayos de
crecimiento de grieta, es posible determinar F, (4,).

Siguiendo un proceso similar, se deduce
()= 1= (Z"{ﬁz[“;(af (2 o2t )0 ) | }] @

que implica que la f.d.d. de la longitud inicial de grieta
a, , juntamente con la curva de crecimiento de grieta de

referencia a,(-) permite determinar la f.d.d. F .(N})
fooo

relativa a la vida en fatiga.
5. CONCLUSIONES

Las principales conclusiones que se derivan del presente
trabajo son:

- La identificacion de la variable normalizada AK™",
que toma valores en el intervalo [0,1], como una f.d.d.
permite definir analiticamente la relacién entre da/dnN

y AKX aprovechando la experiencia acumulada en el
campo estadistico sobre estas funciones y los métodos
de estimacio6n de los parametros.

- Si la funcién Z(¢a"(N") responde a las formas

descritas, tal como queda confirmado en los resultados
considerados en este trabajo, resulta posible obtener las
curvas de crecimiento de grieta para cualquier

combinacion de 4c"y tamaiio inicial de grieta, a partir
de una Unica curva de referencia.

- ElI modelo propuesto proporciona una expresion
analitica de la curva de velocidad de crecimiento de
grieta a emplear en el calculo a fatiga de elementos
mecanicos y estructurales mediante ajuste de los
resultados experimentales por el método de minimos
cuadrados.

- La informacién estadistica contenida en F. (N’;)
f

suministrada para un rango particular del campo S-N,
junto con la curva de crecimiento de grieta de referencia

a,(-) permite la determinacion de la f.d.d. FA;(A;‘)de la

longitud inicial de la grieta. Analogamente la f.d.d.
FA(*(A;), juntamente con  q,(-) permite la
0

determinacion de la f.d.d. de la vida en fatigaFN* (N;)
;

para cualquier rango de tension Ao .

- Se demuestra que es posible obtener el campo S-N a
partir de FN;(N;) 0 deFA;(A;) y de la curva de

referencia a,(-), lo que tiene importantes consecuencias
en la préactica.
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