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FEditorial

El Grupo Espanol de Fractura celebra su quinto cumpleafios con estos Anales de la Mecénica
de la Fractura. Los anteriores:

Anales 1.- Siglienza  23-24 Febrero 1984
Anales 2.- Sigtienza  24-26 Abril 1985
Anales 3.- Sigiienza  17-18 Abril 1986
Anales 4.- Braga 23-24 Abril 1987

recogen las comunicaciones presentadas en los tres primeros encuentros del Grupo Espaiiol
de Fractura y en las primeras Jornadas Ibéricas de Fractura.

Después de estos afios se ha considerado conveniente promover, de vez en cuando,
reuniones monograficas para poder profundizar en determinadas areas y para detectar, en
cierto modo, el grado de madurez del Grupo Espanol. Estos Anales estdn dedicados a los
Métodos de Andlisis Numérico que se utilizan en la Mecanica de la Fractura.

Las contribuciones se han agrupado en siete capitulos. Iin los seis primeros se desarrollan
de forma general las aplicaciones de los Métodos Numéricos a la resolucion de diversos
problemas de Mecanica de Fractura como son: Fractura Elastica, Fractura Elastoplastica,
Fractura en Materiales Cohesivos, Fractura por I'atiga, Fractura en Ambientes Agresivos y
I'ractura en Problemas Dinamicos. Estos capitulos dan una visidn panordmica de la situacién
espafiola en el campo de los métodos de Analisis Numérico. Las restantes comunicaciones,
de cardcter mas especifico, se han reunido en el iltimo capitulo.

Los editores desean expresar su agradecimiento a todos los participantes y al equipo de
Edicidn del Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria (Sandra Navarrina,
Susana Andia y Susana Creus) que han hecho posible la publicacién de ~stos Anales.

Barcelona, Abril de 1988.

Manuel Elices Calafat

Javier Oliver Olivella

Eugenio Onate Ibaniez de Navarra
Miguel Angel Astiz
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I - Fractura Elastica

METODOS NUMERICOS PARA EL ESTUDIO DE
SINGULARIDADES EN ELASTICIDAD LINEAL

F. MICHAVILA

y
L. GAVETE

Dpto. de Matemdtica Aplicada y Métodos Informdticos
E.T.S. Ingenieros de Minas. Universidad Politécnica
C/Rios Rosas, 21
28003 Madrid

1. INTRODUCCION

Como es conocido, los materiales rompen mas facilmente al ser sometidos a ciertas
condiciones de trabajo que o bien reducen su resistencia a la fractura o hacen aparecer
ciertas fisuras a partir de las cuales se produce la fracturacion.

Es por ello que un buen conocimiento de todo aquello relacionado con las fisuras (origen,
comportamiento, forma de avance, etc.) presenta un evidente interés para el ingeniero actual.
En efecto, el estudio de la teoria de fractura podrd permitir concebir piezas y estructuras
menos sobredimensionadas que las actuales y una fiabilidad igual o mayor.

Esto explica, en parte, el auge que en los dltimos tiempos ha cobrado la mecdnica de
fractura. No obstante, y a pesar de la gran cantidad de trabajos publicados sobre el tema,
los conocimientos actuales en mecanica de fractura distan de ser completos.

En mecanica de medios continuos se trata de aproximar los desplazamientos (y
eventualmente tensiones y deformaciones) sufridos por un material determinado, sometido
a unas solicitaciones exteriores también determinadas. La mecanica de la fractura estudia
el efecto de las fisuras sobre la respuesta de una determinada estructura, entendiendo por
fisura una superficie de discontinuidad para el campo de los desplazamientos.

Asi en la Figura 1 (Modo I) se pueden distinguir tres zonas alrededor de una grieta:

a) Zona 1 de elaboracidn: Pequena (de unos pocos cristales) caracterizada por fendmenos
de ruptura cristalina discontinuos.

b) Zona 2 singular: donde los campos mecanicos son continuos pero caracterizados casi
exclusivamente por la presencia de la fisura (independientes de la geometria lejana del
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Figura 1.

cuerpo).
¢) Zona 3 de campos lejanos: sélo calculables mediante niediante métodos numéricos y
variables de un problema a otro.

Hay dos teorias fundamentales para abordar el problema de los cuerpos fisurados:
fractura fragil y fractura ductil. Ver Diez®. Vamos a limitar este trabajo al caso de la
mecanica de la ruptura fragil. En este caso se supone que la zona 1 se reduce a un punto y
las 2 y 3 permanecen elasticas. Resolviendo, entonces, las ecuaciones de Lamé (ecuaciones
de equilibrio mecéanico) junto con una ley de comportamiento eldstico lineal homogéneo e
isétropo y con la relacion deformaciones—desplazamientos, se tiene:

Dic+f=0 en 0

u=u en 8y

No=06 en 90, 1
y ademas:
o= E¢
€ = Du

Se pueden determinar los campos singulares (zona 2) resultando éstos de la forma:

u; = Kf-l—\/zfi(G) H—\/— i{

oij = i 11 —p===g:; (0
1y 6) + Ko 55040

siendo f;, gi, f:5, gi; conocidas y sélo dependientes de constantes del material y de la hipétesis
plana adoptada: deformaciones o tensiones planas.

(2)
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Las ecuaciones anteriores son el equivalente eldstico de las obtenidas para el problema
de Poisson e indican que la regularidad del campo de desplazamientos es menor que la que
aparece en un dominio sin fisuras, o bien que las tensiones, en teoria, se hacen infinitas en
el fondo de la fisura.

Las {6rmulas (2) ponen en evidencia que en las cercanias del punto singular las tensiones
van a crecer indefinidamente viniendo determinada su curva de crecimiento en funcién de r
por el primer sumando de dichas férmulas.

Asimismo, las férmulas (2) ponen de manifiesto que las caracteristicas geométricas y de
carga del material influirdn en el desplazamiento de la fisura tan sélo a través del factor Kj.

Un criterio de fractura es una relacidn que establece en qué condiciones la fisura
avanzard. En mecanica de la fractura fragil, todos los criterios de fractura se relacionan
con los llamados factores de intensificacién de tensiones Ky y Ky (y Krrr para el modo
antiplano) de modo que un criterio general es de la forma, para el modo 1 de la Figura 1:

Kr < Kj. (3)

que es la tenacidad en modo I, constante del material. El problema es por tanto, aproximar
los factores de intensificacién de tensiones, para lo cual hay que aproximar previamente los
campos de desplazamientos o de tensiones. Isto motiva el empleo de métodos numéricos
especiales al objeto de soslayar el problema de la singularidad en dichos campos.

Sefialemos que las hipdtesis hechas no son tan restrictivas como pudiera parecer a priori
en la fractura fragil, st nos situamos en estudios bidimensionales de piezas metdlicas.

En efecto, la hipdtesis de elasticidad lineal conlleva el que en el entorno del punto
singular no aparezca una zona plastica, pués, si apareciera dicha zona pléastica, las ecuaciones
(2) perderfan en ella su validez. Esto, que en general no se verifica en los materiales, puede
considerarse valido en los metales de reducida ductilidad, ya que por su alto limite elastico,
la zona plastica que aparece en el entorno del punto singular es muy reducida frente a las
dimensiones del sélido.

La hipdtesis de tensidn o de deformacidén plana tampoco quita demasiado interés a
lo anterior puesto que ya se ha comprobado que en sélidos tridimensionales que presenten
fisuras planas de borde curvo y se hallen cargados en modo I, el campo tensorial responde
a férmulas similares a (2), si bien ahora se deberd aplicar a todo el borde curvo de la fisura
y no sélo a un unico punto singular,

Por iltimo, la hipdtesis de carga en modo I tampoco restringe nuestro estudio pués para
otros Modos de carga, como los recogidos en la Figura 2, se obtienen férmulas similares:

K
i = ﬁf(9)+

donde K se denotara como Ky, Krr 6 Ky segin que el Modo de carga sea el I, IT 6 III
respectivamente.

Como una generalizacién del problema anterior, podemos decir que el comportamiento
singular de la solucién de un problema de contorno definido en un dominio €2, se refiere a que
ésta o alguna de sus derivadas parciales tomen valores infinitamente grandes en puntos de Q.
Tales problemas aparecen ademas de en la mecénica de la fractura, en casos de transmisién
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MO
MODO 1 bou

MODG 1l

Figura 2.

de calor 6, en general, en cualquier problema de contorno que presente irregularidades en
sus datos. Las singularidades son debidas a una forma irregular de la frontera 8Q 6 bien a
discontinuidades de las condiciones de contorno (por ejemplo, condiciones mixtas) o bien a
otras causas.

Asi, st 00 posee un punto angular P, de dngulo interno a (Figura 3) Carey y Oden”’
determinan que, empleando coordenadas polares (r,6) cuando r — 0, se puede expresar la
solucién w mediante un desarrollo en serie de la forma:

u(r,G) = Z Ay et 7»bn(e) + Z Z fmnan(r)wn(e) (4)

n=1lm=1

Figura 3.

que contiene términos singulares cuya parte dominante es:

6
r’“/"sen% (5)

Si @ o 27 se dice que () tiene una fractura de vértice P.
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2. APROXIMACION POR ELEMENTOS FINITOS

El error introducido en la aproximacion up mediante el M.E.F. de la solucién real u se
produce en todos los problemas dado que:

N n M

U Up = ZZ uge)d)ge) = Z UI(I)I
e=] i=1 I=1

en donde N es el numero de elementos finitos del mallado, M es el nimero total de nodos

del dominio, n es el nimero de nodos de un elemento y ¥, ® funciones de aproximacién que

se utilizan en el M.E.F. Veamos cual es el error e = u — uy.

Hay varias formas de medir la diferencia entre dos funciones u y up. El error puntual es
la diferencia entre u y up en cada punto del dominio. También podemos definir la diferencia
entre vy up como el maximo de todos los valores absolutos de las diferencias entre w y uy,
en el dominio Q de que se trate:

= wnllog = e — ]

Mientras que el error puntual define una funcién el co— error nos da un nimero real.

También se usan de modo mds general medidas o normas de la diferencia de dos
funciones como la Lp-norma y la norma de la energia.

Para cualquier funcién u y up de cuadrado integrables y definidas en un dominio
Q = [a,b] € R, las dos normas son:

, 1/2
T
Q
N ' | | {/b m |diu diuh|2d }1/2
: a energia 1 ||lu — = E - = :
norma de la gla Uhily . = det dz? *

en donde 2m es el orden de la ecuacién diferencial a resolver. Estas definiciones se extienden
facilmente a dominios Q en R? y R3. La dltima norma se denomina de la energia dado
que contiene derivadas del mismo orden que la funcional que en problema de elasticidad
representa la energla.

La solucién up del problema mediante el M.E.F. se dice que couverge en cada una de
las normas anteriores a la solucién real y si:

llell = llu —unll < CRT 5 p>0

en donde C es una constante independiente de v y up; y h es una longitud caracteristica
ligada al tamaio del didmetro del elemento. La constante p se denomina orden de
convergencia.

Cuando los valores de la solucién u, de un problema definido por una ecuacidn
diferencial, o alguna de sus derivadas se aproxima al infinito en puntos, lineas o superficies
de un dominio €2, la solucién se dice que posee una “singularidad” en dicha zona del dominio
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2. La aproximacién de funciones con singularidades presenta grandes dificultades dado que
se modifica fuertemente el orden de convergencia p de las normas definidas anteriormente.
(Esto ocurre en problemas de fractura).

Para problemas elipticos de 2° orden como los formulados en (1) es conocido que con
un método de elementos finitos estandar, si r > 3, la acotacidn del error cometido para una
de las componentes u de los desplazamientos (u,v) en los casos bidimensionales:

l[w~ ually,q < Cllull, p* (6)

(Similar expresién se obtiene para la otra componente v y su aproximada v,) donde k es
el grado de los polinomios completos (k = 1 para elementos triangulares de 3 nodos o
cuadrilaterales de 4 nodos y k = 2 para elementos triangulares de 6 nodos o cuadrilaterales
de 8 nodos).

La existencia de singularidades en el contorno modifica el resultado de convergencia (6).
Asi, empleando polinomios completos de grado k, el orden de convergencia establecido por
Carey y Oden” en H'(Q) global para Q rectangular es:

llw = wnll,o < CR™IED=E Jlyfls_c g ™

Para 2 en forma de L:

[lu— uh|l1,ﬂ < C‘hQ/B_E-H“Hs/s—E,n (8)

Para § con fisura:

llw — unll; q < C-hl/z_EH“Ha/Q—e,n 9)

Las expresiones (7), (8) y (9) representan el menor orden de convergencia posible, al
estar referidas a €2 globalmente.
De un modo local Schatz y Wahlbin®* establecen que si lamamos (Figura 4):

Ky
:Bj = ) Bm = sup ;Bj
@ J

en el dominio  de frontera poligonal de dicha figura y si Q; es la interseccién de € con un
disco centrado en el nodo j tal que ©2; no contiene otro punto angular y si g = Q ——(U;:IQj)
se tiene en g:

l[u = unlls, 0, < C.B*

o bien
1w = unlloo, 00 < CRHF

y en cada §j:

llw = unlls,n; < Cehmin(kH1P)=€ (10)
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Figura 4.

o blen:

[ = unl|og ; S CehREHTAI=E

De la misma forma se obtienen acotaciones L* del error que son muy utiles en
LUIMEros0s €asos.

Muchos autores han realizado recopilaciones y resimenes de los métodos existentes para
tratar singularidades en problemas de contorno para ecuaciones en derivadas parciales. En
otros puede citarse Whiteman y Akin®® Atluri®, Gavete'* y Michavila'™. Podemos agrupar
dichos métodos del siguiente modo:

a) Métodos que emplean un refinamiento local del mallado. .
b) Métodos consistentes en un aumento del espacio de funciones test (mediante la
incorporacién de funciones singulares a la base del subespacio aproximador). Estos
métodos son empleados en raras ocasiones debido a que las funciones singulares no
suelen conocerse de forma explicita para problemas elipticos en general.
¢) Métodos basados en el uso de elementos singulares, que a su vez, se pueden clasificar
en:
¢1) Empleo de elementos isoparamétricos degenerados obtenidos por desplazamiento
de nodos.

¢2) Elementos que incorporan la singularidad a través del cambio en la forma del
elemento y coordenadas de los puntos nodales.

¢3) Modificacién de las funciones de base que son transformadas en polinomios
racionales.

Entre los del tipo cl) estan los elementos con nodos a “1/4”, desarrollados al mismo
tiempo y de forma independiente por Barsoum® y Henshell y Shaw®?, los elementos cibicos
con nodos a “1/9” y “4/9” de Pu, Hussain y Lorensen®®, los elementos de transicién de Lynn
e Ingraffea’®, los elementos completos de Manu'® y otras variantes nuestras*®.

En el tipo ¢2) se incluyen los elementos desarrollados para problemas escalares por
Aalto' y para elasticidad lineal por Whiteman, Michavila, Gavete y Diez?*®*%.

En el tipo ¢3) se incluyen los elementos desarrollados por Akin*?, los de Stern®®, etc.

En cuanto a su aplicacién diremos en general que los del apartado cl) sélo sirven para
singularidades cuyos gradientes son de la forma pm1/2
es decir para problemas de fractura. Los del apartado c2) y c3) desarrollados hasta ahora

siendo r la distancia al punto singular,
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solo sirven para singularidades en conjuntos no convexos, debido a la presencia de “vértices
entrantes”. Es decir, que los elementos singulares son especificos del tipo de singularidad
siendo mds generales los de los grupos ¢2) y ¢3) que los del grupo cl), aunque estos dltimos
son muy exactos. Los del grupo ¢3) presentan problemas en su aplicacién y son poco exactos
(ver ref. 21) por lo que no se utilizan.

3. REFINAMIENTO DEL MALLADO

Los métodos de refinamiento local del mallado consisten en el empleo de elementos
de didmetro mas pequeifio en el entorno de los puntos singulares. Esta técnica no requiere
modificacidn especial en los programas estandar de elementos finitos pero es muy costosa. El
numero de niveles de refinamiento empleados se controla automaticamente mediante leyes
predeterminadas.

Para ello, st consideramos un entorno Qs del punto angular, de dngulo interior maximo,
Schatz y Wahlbin?* general un refinamiento del mallado tal que:

e~ whloo,ip < C, hFt1-¢

Ello requiere que los didmetros de los elementos préximos a dicho punto sean menores
que h, esto es lo que se denomina refinamiento del mallado. Llamando hpr , al tamafio local
del elemento:

hat, < h(z-)TPMIMED g (11)

Con este mallado se obtiene:

w = ualloo iy < CRTCRET 4 [lu—wunlllpn)  pE 24

El segundo sumando del segundo miembro contiene los etectos de otros vértices
(lamados efectos “polucidn”) y si p es suficientemente elevado:

I”u = Uhl”—p,ﬂ < C‘hmin(‘Zk,‘zﬂM—l)~5 (12)

un refinamiento local se requiere para evitar tal efecto.

Una alternativa frente a esta subdivisidn geométrica de los elementos consiste en fijar el
tamafio de los mismos y, por el contrario, aumentar el grado del polinomio aproximador en
los elementos finitos de modo que mejore la exactitud en el entorno de los puntos singulares.
En particular, se pueden alterar las funciones de forma de los elementos finitos para crear

un orden jerarquico. Esta propiedad ha sido utilizada por Szabo®

en sus programas de
elementos finitos. !

Recordando los resultados del apartado 2, y, en particular, la expresién (6) si la malla
se refina uniformemente de h a h/2, el error e; en la malla M; disminuye hasta ey para la

malla M, siendo:

lezllm < C1(A/2)lullrn = 27 |le]lm,a (13)
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Si se fija la malla con un didmetro h, y el grado del elemento se aumenta a k + 1,
entonces para » suficientemente grande el orden de convergencia serd p + 1 y tenemos para
la estimacién del error

lleallm,n < CohP* lullpr1,0 = Cahllei]lm,a (14)

A pesar de que Cy y C5 dependen de p y no se puede obtener una conclusién definitiva
del efecto que se produce sobre p, las férmulas (13) y (14) sugieren que un aumento del
grado del polinomio aproximador puede reducir mas el error que el empleo de un mallado
mas fino. Los tipos de convergencia se denominan h~convergencia vy p—convergencia. Un
desarrollo exhaustivo del tema de la h—convergencia y de la p-convergencia asi como su
bibliografia puede verse en Carey y Oden’.

La siguiente estimacidon del error ha sido obtenida por Babuska y Dorr®

||u _ uh” < Crhlnin(p,m~l)p-(m—l)+6 , e>0 (15)

en donde p es el grado del polinomio completo de la funcién de forma empleada y m es
una medida del grado de regularidad de la funcién. Se ve que el método converge (adn en
presencia de singularidades) sih — 0 6 p — o0, 6 ambos, h — 0y p — co.

4. AUMENTO DEL ESPACIO CON FUNCIONES SINGULARES

En los métodos basados en el aumento del espacio de funciones test, las funciones de base
adicionales estan definidas de forma singular cerca del punto estudiado y tienen globalmente
sobre 2 la continuidad deseable. Si la solucién u(r, 8) la escribimos de la forma:

N
u(r, 8) = Z A;pi(r,0) +w(r,6)

i=1

en donde A; son constantesy w € H*(Q): el primer término del segundo miembro representa
la parte singular de la solucién siendo p; funciones singulares de la forma:

rHi senp;0 0<r<nrg
pi(r,0) = < v;(r) senu;6 o <r <, (16)
0 ry <r

en donde las funciones v;(r) son tales que 7#/ cae a cero mediante una curva regular.
Si las funciones p; son conocidas a priori, se pueden utilizar en el método de elementos
finitos aproximaciones de la forma:

N

Up = ZA_;lpJ -+ wp,
ji=1

en donde wy representa la aproximacién estandar de los elementos finitos. El subespacio
aproximador H" de H}(Q) que se origina contiene {p1, p2, ..., o5, N1, No, ..., Nar} en donde
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{N; }?il son las funciones de base globales y hemos aumentado el subespacio aproximador
con las N funciones pj.
Féacilmente se demuestra que el error entonces satisface un estimativo de la norma

llw — unlls < CR* ||l (17)

es decir, que se restablece el orden de convergencia. El afiadido de la funcién singular (16)
permite preservar el orden de convergencia del método. Lo mismo se puede hacer empleando
diferencias finitas en vez de elementos finitos en la resoluciéon de un problema. En cuanto a
la bibliografia sobre el tema, puede consultarse en Fix*® y Piang y Tong*”.

El método no se usa actualmente debido a que se requiere un programa de ordenador
particular para cada tipo de singularidad dado que al variar la aproximacién, las matrices que
se obtienen son diferentes en cada caso, ademas se pierde la estructura de banda de la matriz
de rigidez vy se crean problemas de mal-condicionamiento que hacen dificil la resolucién de
los problemas.

5. ELEMENTOS SINGULARES

Constituyen hoy la forma maéas popular de tratar los problemas de singularidades y su
desarrollo ha sido bastante reciente. Ademds su relacién con la mecanica de la fractura
origina la existencia de un gran interés en el tema de sus aplicaciones industriales, ya que a
partir de ellos se puede calcular con exactitud el denominado “factor de intensificacién de
tensiones” que determina cuando una grieta de un material eldstico comienza a propagarse
v conduce al fallo de dicho material.

5.1. Elementos isoparamétricos degenerados obtenidos por desplazamiento de
nodos

Los elementos isoparamétricos degenerados, que fueron introducidos por Barsoum®
v Henshell y Shaw®® se pueden formar en un programa standar de elementos finitos
que emplee elementos isoparamétricos, mediante una adecuada localizacién de los nodos.
Diversos resultados y aplicaciones de estos elementos se pueden encontrar en Michavila,
Gavete y Conde®, Michavila y Gavete'® y Diez, Gavete y Michavila®. Dichos elementos
isoparameétricos degenerados son de la forma cuadrangular o triangular.

La obtencién de un elemento cuadrangular de ocho nodos isoparamétrico degenerado se
realiza del modo siguiente: sea la Figura 5, en el lado 1-5-2 las funciones de forma requeridas
para la aproximacién son:

1 .
=—=A1-2A
N111—5—2 2 ( )
1., .
NQ! SESESY (18)
1-5-2 2
NB! =1
1—-5-2

10
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Figura 5.

de modo que la transformacién de coordenadas segiin este eje es:

1 o )

bl

Sise toma @) = 0,25 = 7 y @3 = ¢ (es decir, el nodo intermedio se coloca a “1/4” del
lado):
LA+ A) + 2(1— A7)
2= = =(1—=A"
2 2
luego:
A= '2\/5— 1
1
Y

dz 1
5_5(1+/\)_\/H

La aproximacion de la solucién 1-5-2 es:

. ; 1 1 5
uh(/\,/.t)ll,.g = —j/\(l - /\)U] + —2—/\(1 + /\)Ug + (1 — /\“)Ug

y en el elemento Q,, genérico del mallado:

) 1 x _Ja 1
s (2, y)|1e = _3[2\/;_ 1} [2_2\/;} uf+ 3 [—1+2\/ﬂ ‘2\/§u§+4 [ 5:-— f’i} ul

v su derivada:

2

@l ik delm e ow

es decir, presenta un comportamiento O(r‘l/z) en el entorno del punto singular

Similar
-~ M . [SS - - ey 4
resultado se obtiene respecto a la coordenada “y” y al desplazamiento vf.

11
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El elemento triangular de seis nodos se obtiene directamente del anterior, cuadrilateral
de ocho nodos, colapsando el lado 1-8-4 (Figura 6). El resultado es similar al antes obtenido
y, por tanto, el comportamiento radial en el entorno del nodo 1 es también de la forma
O( -1/2

(r=75).

Un estudio del comportamiento radial de estos elementos isoparamétricos (degenerados
o 1no) ha sido realizado por Thomsen y Whiteman®” de forma sistematica. Los resultados
mias unportantes obtenidos son:

a) Cuadrilatero con nodos a “1/4”. En este caso la singularidad que aparece es del orden
=17 salvo que los lados del elemento sean rectos y estén sobre los ejes z e y. Sin

B

embargo, ain en este caso, la singularidad en sentido radial entre los ejes “2” e “y” no

e f 7y
es del orden r—1/2,

Yy N 2
b
T ;
! ! |
4 1 - ]
g {
]

Figura 6.

b) Tridngulo con nodos a “1/4”, que proviene de haber colapsado un cuadrildtero con
nodos a “1/4”. En este caso, la singularidad que aparece para cualquier sentido radial
es del orden de »~1/2 en el caso en que el lado colapsado coincida con el punto singular.

¢) Tridngulo de 6 nodos a “1/4”. En este caso la singularidad conseguida en el punto

singular es del orden de 7~ 1/2,

Con los elementos degenerados se pueden aproximar singularidades de la forma »*, X =
1/2. Es decir, fisuras o grietas en el contorno.

Una variante del método de los elementos 1soparamétricos degenerados consiste en el
empleo de elementos de transicidn entre el elemento singular y los elementos normales de
la red. In dichos elementos de transicidn los nodos situados en los puntos medios de los
lados del elemento se desplazan a posiciones intermedias entre 1/2 y 1/4 de modo que
la singularidad tenga lugar fuera del elemento y sea precisamente en el nodo elegido del
clemento degenerado contiguo. Esta técnica fue introducida por Lynn e Ingraffea’ y diversos
resultados sobre la mejora de la aproximacion debida a dichos elementos se presentan en

Michavila vy Gavete'®.
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5.2. Elementos que incorporan la singularidad a través del cambio en la forma
del elemento y coordenadas de los puntos nodales

Se basan en la técnica desarrollada por Aalto' para problemas concretos de flujo
en medio poroso y extendidos a otros tipos de singularidades por Gavete, Michavila y
Diez***', en particular, para el estudio de fractura en régimen eldstico. Consiste en una
generalizacién de los elementos isoparamétricos utilizados hasta ahora, dado que aquéllos
eran necesariamente de lados rectos y este nuevo es de lados curvos. Permite modelizar
la zona de fractura con pocos elementos y, ademads, su implementacidén no requiere trabajo
adicional.

Consiste en la transformacién de coordenadas (Figura 7) T.: Q — Q. tal que:

1 1 Ot/n'
[Z(/\i +1)° + 11(“" +1)% a

Q2 i+ 1
1[)1- = -;—aI‘C tg(li—_*:‘i'>

T

Y
4 77D N
I
4
' A
g X o 6/ A
/R T «
& —
) 5 2
>
Figura 7.
Las coordenadas nodales, segin (20), son:
afll @
21=0 ; ay=a ; z3=a.2 'COS§ ;@4 = a.cosa
1ye/1 Sye/T 2« 1
T5 = a(Z) ;B = a(z) .cos-I—I—.arc tg(-z—) ;
a/ll 2 1\ a/T

7 = a(%) cos I? arc tg(2) ; @3 = a<z> cosa
yr=0 ; y2=0 ; yz3= a.QO‘/Hsen% i ya=asena ; ys =0
5y e/ 2a ‘ 1) (5)‘1/17 o e(2)

= a. (= . : - yr=al~ . sen~—arc t
Ys a.<4) sen-p-arc g(Q v =aly g

13
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1y e/
yg = a(z) Sena

Vamos a realizar una formulacién general del problema utilizando dos elementos
isoparamétricos cuadraticos para modelizar la singularidad que tiene lugar cuando 7/2 <
o < 7 y posteriormente estudiaremos el caso particular de fractura que tiene lugar cuando
o = 7.

Segin (20) podemos calcular {ai}le y {’n}f:l asi:

afIl 1 1y e/l
ay =0 om::Qa(-i—) ~§a ; a322a<z) —%a cosa

1 Iye/n 1 1ye/l
oq:-—a——a(—-) ; a;—,:ua—«a(z) cosa

1 Y 1 1y e/l
Qg = ——a — 2a.20/M cos'/? Za + <Z) a cosa+

+a<3)a/ncos<%%arc tg(%)) + cos(%%arc tg?);

4
1 . 1 g/l & 1 N 1 (1)01/YI 1 <5>Q/H a o
ar=—va+za cos + ya.cosa + zal 5903 cosgrarc tg2
Lo e a1 lye/lL ] 1 /5ye/T 2a 1
oy = ~a+ 7° 2 coso + ZG(I) — 7@ cosa — —2—a<g) cos—arc tg(g)
, e/l
yi=0 3 7=0; vs=1a (Z) senae 5 y4 =0
vs = —a sene — al - sen = —a —al - se ;
s = zasena —aly s 5 al7 ena

k ) 1 1y e/l 5y afll 9 1
e = uga,‘}ia/“.sena/Q - Ea+ (z) a sena -+ a(i—) Sen(—g—arc tg(z))

2
+sen(~ﬁ—arc tg?) ;

1 1 Sye/lt 2
a. '2."/{15@11% + — a sena — 5 (%) se1‘1~§arc tg2

e (o (7L o)na - Lo (D) B ()
Y5 = g a2 b<,/1x;—+<§a —) »4a)aenoz~2a 4) sen—rarc tg 2)
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Ahora bien, vemos que para que la mayor parte de estos valores se anulen, debe ser
a = II (caso de fractura) en cuyo caso tendriamos el elemento de la Figura 8 con:

Y4=Us=Uh =Ys=y2=0 ; ys=yr—a ; ys=2a

2y =23=0 ; =a5=a/4 ; xg = 3a/4

b

z7r = —3a/4 ; zs=-—a/d | z4=—a

Luego:
a, o 9
2(Ap) = 7 (A +p%)
) a
YA u) = SAH
de donde
P = g(/\g + Ml)
a? Y
Jl == (- -
=7 A +u?)

2a

Pigura 8
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Los valores de las deformaciones seran:

Sah 4 Sopn + 85 A% + 264 + 8)Ap + bep® + 8703 + 285070 + 267 p? + b

Eoy = S(A% + p?) (21)
BaX — Bap + 28:7° = 2Bsu” + Br A’ — B’
. | » o
1 (A% + p?) >
o (82— o)A+ 265 = BN = (8 + o) — 265 + B
12 = a(A? + p?)
—2BsAp + (87 — 387X ) — (85 + 38s) M’ (23)
a(A? + p?) )

5.3. Elementos singulares generados mediante la modificacién de las funciones
de base

Un meétodo de generacién de elementos singulares bidimensionales fue introducido por
Akin?. Consiste en la modificacidon de las funciones de forma sin alterar la localizacidn de
los nodos.

Con estos elementos singulares es posible aproximar singularidades de la forma
O(r )0 <a < 1.

Por esta téenica se generan elementos singulares a partir de elementos estandar de
cualquier orden, es decir, no se requiere de ninguna manera el empleo necesariamente de
elementos cuadraticos. As{ con un mallado formado por elementos lineales triangulares o
bilineales cuadrilaterales es posible estudiar el comportamiento de puntos singulares.

En general, para problemas bidimensionales, las funciones de forma para los elementos
de tipo Akin se generan del modo siguiente:

La singularidad »=% en un nodo del elemento © (supongamos, el nodo 1) se obtiene
. N
reemplazando las funciones de forma estandar {N; }j*l por otras nuevas {Hj}év:l generadas

a partir de aquellas por el siguiente método, sean:
WA n)=1—Ni(Ap) (
a 24)
RO w) = (WO )

donde (A, ) son las coorderadas en €. Las nuevas funciones de forma vienen dadas por:

. WA p)
HI(’\H“) =1~ R()\,;L) (25)
Hj(x,u):%'—((-;‘,’ﬁ‘% =23, N

esto es, funciones racionales. Con ellas, la aproximacion de la solucidn en el elemento singular
es:

16
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N
un(Ap) = Y us.Hi(A p)
j=1
Estas funciones de forma modificadas {Hj}?rzl verifican:

N _

N TN () = 1

b) Son compatibles. Es decir, los elementos singulares de tipo Akin son conformes con los
elementos normales conectados a ellos.

A modo de caso particular, estudiaremos en detalle el elemento triangular de tres nodos.
. N . N
Las funciones de forma estandar {N;};_, v de Akin {Hj}jzl son ahora:

Ni=l-X-p  H=1-(A+p'?

N, = A Hy=MA+p)7? (26)
Ny=p Hy=pA+p)""?
0< A<l

Tendremos por tanto:

(A p) = ZNimi = ay + asA + azl

y(A, p) = ZNiyi =91 + vz A+ v

COI1:

] g == T — E1 5 Qg = &3 — &1
Yi=Yo, e =YY 5 V3= Ys YL

Si hacemos, sin pérdida de generalidad, #; = y; = 0 (Figura 9), sera:
5 s &1 1 S 5

‘y

B

Figura 9.

17
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z =+ azp
Y =722+ y3p
y a lo largo de una linea radial (£ = cte.) debe ser:
& Y

A
i a1 (= cte) (27)

y proporcional a ».

Como

Up = Z Hiug = [1— (A + 1) " Plug + A + 1) Pug + p(A + 1) Puy

e igual para v

By = ((A+ 1) P[(p— Dur(va +72) + uava + uzva] — p(A + 1) 727 (2 + v3)[uaX + uap).

y sustituyendo la relacién (27):

Eii=((1+a)p)? A"+ (1 +a)p) " . 4l =
= Alp P 4 APl = AprTP o APt

y en el caso de fractura en p = 1/2, luego:

Ell = A]‘r‘_l/z + 1427"—‘3/2 (28)

Como se ve, el elemento representa correctamente la forma de la singularidad, pero no
incluye condiciones de deformacién constante (necesarias por ejemplo en termoelasticidad).

La implementacién de este elemento en un programa de elementos finitos es simple, sin
embargo si se parte de la formulacién isoparamétrica hay que tener ciertas precauciones. En
efecto, si se modifican sin mds las funciones de forma, la interpolacidén geométrica quedara
de la forma:

z(\p) =Y Hi;
: 29
y(/\,ﬂ) - Z Hiy; ( )

Vamos a deducir qué sucede con la deformacién en el caso de tener (29) por (26) como
interpolacién geométrica. Para ello comprobaremos en primer lugar que (29) transforma
rectas en rectas. In efecto, pongamos aA+b = p, y supongamos, sin pérdida de generalidad,
que z; = y; = 0. Entonces:

18
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T = )\(O(lA -+ Qg)_pwg -+ (a/\ -+ b)(al)\ -+ ag)_Pzg

y= Moy A+ a2) Pys + (ad + b) (a1 A + ay) Py
con a; =a+ 1y ay =>b. Dividiendo:

z Alzs + azz) + bag
Yy Ay2 +ays) + bys

y si b =0, tendremos que la transformada de una linea radial en T'(7) es una linea radial en
T(r). Por consiguiente, segiin una linea radial en el plano @ — y sera:

A
— = aj (= cte.
p 1 ( )

Procediendo como en el caso anterior, y después de algunas manipulaciones, se observa
que Ey; presenta la forma 41 + Aqr~? que no es la correcta.

6. UN EJEMPLO

. P 9 s .
Consideremos un problema de fractura eldstico en € C R?. Sea un problema eliptico
que incluye el operador biarmoénico.

AMu(z,y)] = filz,y) 5 (2,9) €Q

= dominio de la Figura 10

D
!

u(z,y) = folx,y) ; (z,y) €0

8
@y =0 ; (2,y) €00

siendo u la funcidn de tensiones de Airy.

80, = (AOG)U (CDE) U (BA)U (GF)

81 = resto del contorno

La condicién de contorno %% = ( representa una zona libre de tensiones.

Ha sido demostrado por Willams®® que la forma de la funcién biarménica que satisface
estas condiciones de contorno en coordenadas polares (r,8) con origen 0, es:

2n—3 1
1 cos(n + 5)9)

u(r, 6) = Z[(“1)n—lagn_1r"+1/2(—-cos(n — %)6 +

—1)"as, 7" (~cos(n — 1)8 + cos(n + 1)8)]

3
—

+

—~~

19
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c/muyu :
/ LB = 0.1
T _ 5
's w7
] 2- b = 25
w = 50

oo™

L

W

Figura 10.

De la ecuacidn anterior se deduce que u tiene derivadas segundas no acotadas, y por
tanto una singularidad en el punto 0. En un problema de la elasticidad en R® que viene
determinado por la ecuacién biarmdnica, las tensiones se pueden obtener derivando dos veces
la funcién de tensiones de Airy u.

Irwin'* sugirié que para este tipo de situaciones (modo de deformacidén de la grieta) se
puede definir el factor de intensificacién de tensiones en el entorno del punto singular como:

L ’ -1

Ty = cos—[1 + sen— sen

v /27 2 2 2

Comparando esta férmula con la anterior que podemos poner “K” = —+/2wa;. De

modo que conocida a; podemos determinar el factor de intensificacién de tensiones, que es
un pardmetro muy importante en el estudio de grietas, dado que indica el valor a partir del
cual la fractura progresa rapidamente, extendiéndose la grieta. Por todo ello los métodos
para aproximar el valor de K son de gran interés.

En la zona cercana al punto singular, hemos empleado diferentes modelos tal y como
se puede ver en las Figuras 11a), 11b), 12a) y 12b).

Se han realizado modelos utilizando también el elemento singular de Barsoum® y
Henshell y Shaw™ e incluyendo el elemento de transicién de Lynn e Ingraffea’® para disminuir
el error. En todos los modelos se ha tomado ¢/(¢+d) =025 y d = 3c.

En los modelos C y D se han considerado dos casos, con y sin elemento de transicién.

20
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2c¢

SO

1

b ® ® ¢ (d-cC
b ® ° ¢ |2c
° %c
- i ;c‘ - c d
c+d »
Figura 11(b). Modelo B
d - 1}
¢ d
- & T
@ (2
C
[
[o 9 |
. N\ \1 — 1
— Cc d
C b= o -
F = c+d o
Figura 12(a). Modelo C
e ¢ ® d
[ i [}
° °
[of
C L Y 't
. 1 * 4 .
- C e ¢ T d
B ¢t =t -
Lo c+d o

Figura 12(b). Modelo D
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En todos los casos se ha empleado el método de correlacidn de desplazamientos para el

]
calculo del factor de intensificacidén de tensiones. Como es sabido este método utiliza las
férmulas de interpolacién para los desplazamientos de un lado del elemento finito singular.

Siguiento el método de correlacién de desplazamientos para los modelos €y D

tendremos:

N QG’\/ 2w 4VB - Vb
I v V1

en donde:
_F
2(1+wv)

en donde Vg y Vi son desplazamientos normales a la grieta del elemento singular, k = 3 —4p

para deformacién plana que es el caso estudiado (el desplazamiento perpendicular al plano
es nulo), E es el mddulo de elasticidad y v el coeficiente de Poisson.

Para poder comparar calcularernos F(a/b) como sigue para los modelos C' y D:

KI \/Q/azE(/iVB - va)
o/ar 41— v

en donde o es la tension micial aplicada al dominio.

Fla/b) =

Para los modelos 4 vy B, tenemos

C . ),
7o —Z(/\‘) + 1)
v para A = 0 se tiene g = z\[-g
De acuerdo con Aalto! tenemos (Figura 13):

V= Vi + (Vir = Vi )(p — 1)

Fntonces:

. . Vil
I/::(/IIII‘T‘“(‘VII_VIII)<MJ~+2 ;)

tomando 1 = C st consideramos que:

1 2
V(6 = 180°) = ;”w [ Ki(2n+2)

Tendremos igualando términos en /7
&

. 2F \/?r 2Vir — Virr)
IXI D P e
(I4+vir+1)Y 2 VD

(
. )

que se ha utilizado para caleular F{a/b

en los modelos 4 v B.
Los resultados hallados (los modelos ¢' y D’ corresponden a los C y D pero
considerando ademéas los elementos de transicién), demuestran la exactitud obtenida con

los modelos de las Figuras 11y 12

22
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Figura 13.

Ref. [12]
(Heﬂen Gross Bowie Modelo A Modelo B Modelo C Modelo C' Modelo D

Fla/b} | 1.65 1.66  1.68 1.685 1.617 1.645 1.628 1.654

Modelo D
Fla/b)} 1.631
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1. INTRODUCCION

La fractura es una forma de daiio local que se observa en diversos materiales (metales,
materiales cerdmicos, hormigdn, etc.) y que se manifiesta, al menos desde un punto de vista
macroscopico, por una falta de continuidad entre particulas en los puntos donde se produce.

Il punto de partida para el analisis de loz procesos de fractura es la Mecanica de Medios
Continuos que, como su propio nombre indica, establece como una hipdtesis fundamental
la continuidad del medio durante todo el proceso de deformacién. En este contexto, la
primera alternativa para estudiar los problemas de fractura de una forma coherente con la

.

Mecénica de Medios Continuos, es analizar la parte del medio que es continua, incorporando

las discontinuidades (fisuras, grietas, etc.) al contorno del sélido analizado. De ahi surge
el grupo de métodos de andlisis que utilizan las téenicas y metodologia de Ia Mecanica de
Iractura Clasica. Adn con las indudables ventajas de coherencia que tienen estos métodos,
y su interds y utilidad en la resolucion de muchos tipos de problemas, presentan también
algunos inconvenientes relacionados sobre todo con su utilizacion en el ambito de métodos
numéricos como el Método de los Elementos Finitos (M.E.F.). Uno de dichos inconvenientes
es la necesidad de considerar un contorno en el Medio Continuo que incluya los labios de las
fisuras y que, por lo tanto, evolucione a lo largo del proceso de deformacién, obligando a la
utilizacion de sofisticadas téenicas de remallado de la estructura discretizada 1826
Como una alternativa a las téenicas de Mecanica de Iractura Clasica, en los dltimos
anos ha surgido un grupo de métodos cuyo enfoque del problema es radicalmente distinto.
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Estos métodos, que podriamos agrupar bajo el nombre genérico de técnicas de fractura
?distribuida” 346911151622 inclyyen la fisura en el medio contimuio, y consideran campos
de desplazamientos continuos para modelarla.  La contradiccién entre modelar una
discontinuidad y hacerlo mediante desplazamientos continuos queda resuelta en el contexto
del uso de ”métodeos de discretizacién” y, en particular, del Método de los Elementos Finitos.

Como es sabido, el M.E.F. proporciona soluciones aproximadas de las ecuaciones
del problema tenso-deformacional, de tal forma que el refinamiento de la malla conduce,
bajo ciertas condiciones, a la convergencia de los resultados hacia el valor correcto »!1b19
En estas circunstancias, es posible modelar por el M.E.F. un campo de desplazamientos
continuo tal que la solucién obtenida tienda, con el refinamiento de la malla, hacia una
solucidn, inalcanzable pero aproximable, con desplazamientos discontinuos. Para tal fin, es
necesario introducir los mecanismos adecuados tanto en las ecuaciones del problema tenso-
deformacional, principalmente las ecuaciones constitutivas, como en las técnicas numéricas
de resolucién. En general el modelo resultante debe reunir las siguientes caracteristicas:

1) Conducir a lo que se denomina ”localizacién de deformaciones”. En un cierto instante
del proceso de deformacién debe producirse una concentracién de las deformaciones
en una linea (en el caso bidimensional) o superficie (en el caso tridimensional) que
representa a la fisura. En el dominio discretizado, ésto supone la concentracién de
deformaciones en una “banda singular” de elementos, siguiendo aproximadamente la
disposicién geomeétrica de la superficie o linea de fractura que se pretende modelizar.
El ”salto” de los desplazamientos a un lado y otro de la banda tiende entonces, con el
refinamiento de la malla, hacia la discontinuidad deseada (ver Figura 1).

2) Producir la adecuada ”disipacién de energia”. Es bien sabido que los procesos de
fractura son disipativos, existiendo en ellos un trabajo o energia irrecuperable 2. En
general se acepta la existencia de una propiedad del material, conocida como ”"Energia
de Fractura”, que consiste en la energia disipada en la produccién de una fisura por
unidad de superficie de la misma. La formacién de la banda singular comentada mds
arriba, conduce, si no se toman precauciones especiales, a una disipacién de la Energia
de Fractura que depende del tamafio de los elementos finitos situados en la banda. Esta
circustancia se conoce en la literatura como falta de ”objetividad” 2311192123 y qe
manifiesta tanto por una variacién de los resultados, con el refinamiento de la malla,
mucho mayor que la esperada por meros errores de discretizacién, como por una falta
de convergencia de los mismos.

3) Modelar de forma correcta el comportamiento de todo el sélido.  Ademds del
comportamiento disipativo "local” en la zona de fractura, pueden producirse otros
fendmenos disipativos "no locales”, que afectan a cémo y dénde se produce la fisuracién
y que, por consiguiente, deben ser tenidos en cuenta en el modelo. En otras palabras,
no es suficiente con modelar con precisién el fendmeno de la fractura, generalmente
asociado a la existencia de estados tensionales de traccién en ciertos puntos, sino que
hay que aproximar correctamente el comportamiento de todo el sélido para que el estado
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Figura 1. Modelizacidn de una discontinuidad mediante un campo de
desplazamientos continuos

tensional obtenido en los puntos de fractura sea el correcto. En estructuras de pequelias
dimensiones esta consideracién resulta particularmente importante “.

A la vista de lo comentado, la Teoria de la Plasticidad se manifiesta cémo una
herramienta adecuada para modelar los fendmenos de fractura. Por una parte, se halla
solidamente cimentada desde el punto de vista matematico constituyendo una formulacidn
bien desarrollada y coherente en el dambito de las ecuaciones constitutivas. Por otra parte,
contiene los elementos necesarios para simular los procesos disipativos y de localizacidn que
se han comentado. IFsta es, posiblemente, la causa del creciente interés en el desarrolio
y utilizacién de modelos constitutivos elasto-plasticos para la simulacidn de procesos de
fractura y de la aparicién, en los dltimos anos, de un buen nimero de modelos de este tipo
5,7,8,10,12,14,15,24,25

En este articulo se van a estudiar los elementos fundamentales de un modelo
elastoplastico de fractura. En una primera parte se analizan los conceptos de localizacidn,
ablandamiento por deformacién y objetividad como requisitos de un modelo distribuido
de fisuracidén. Posteriormente se presenta la Teorfa Matematica de la Plasticidad como
herramienta para introducir estos fenémenos en un modelo numérico; finalmente, se describe
un modelo elastoplastico para la simulacién de la fractura en materiales friccionales asi como
algunos ejemplos de aplicacidn.
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2. ENDURECIMIENTO Y ABLANDAMIENTO POR DEFORMACION.

Consideremos un proceso cuasiestatico de deformacion en un sélido, que se produce
a lo largo del tiempo t. Sean oy;(t) ¥y €;;(t) los tensores de tensiones y de deformaciones
en un punto del sélido. Se dice que en un cierto instante se produce endurecimiento o
ablandamiento en dicho punto si:

oij €5 > 0 (Endurecimiento) (1)

oi; €5 < 0 (Ablandamiento) (2)

donde el punto superior indica derivacidn respecto al tiempo y se considera el criterio de
suma para indices repetidos.

En un proceso de deformacién uniaxial las ecs. (1) v (2) indican una pendiente
positiva o negativa, respectivamente, de la curva tensién-deformacién (ver Figura 2). El
signo = en dichas ecuaciones corresponde al caso de endurecimiento o ablandamiento nulo.
En general, los materiales presentan durante su deformacién un comportamiento inicial
con endurecimiento positivo, una transicién con endurecimiento nulo y una zona final
de ablandamiento. En materiales fragiles (hormigones, materiales cerdmicos, rocas, etc.)
el ablandamiente se produce para pequenos valores de la deformacién mientras que en
materiales diictiles, como ciertos metales, se produce para niveles grandes de la deformacién
{ver Figura 2).

En cualquier caso, para realizar un andlisis de fractura, hay que estudiar todo el proceso
de deformacién puesto que es en la parte final de la rama de ablandamiento donde se produce
la fractura, con la consiguiente relajacidn de las tensiones y crecumniento de las deformaciones.
La diferencia fundamental entre los modelos para materiales {ragiles y didctiles es que, en este
ultimo caso, al producirse la fractura a grandes niveles de deformacidon hay que introducir
la teorta de la deformacidn finita en las ecuaciones del problema.

Como se verd en el apartado 5, la Teoria de la Plasticidad permite introducir el
ablandamiento en las ecuaciones constitutivas y proporciona, por consiguiente, uno de los
mecanismos necesarios para simular de forma correcta el proceso de fractura.

3. LOCALIZACION

Se denomina "linea o superficie singular” a una linea en el sélido (en el caso de un andlisis
bidimensional) o superficie (en el caso tridimensional) a través de la cual los desplazamientos
son continuos mientras que los gradientes de dichos desplazamientos son discontinuos (ver
Figura 3). Por razones de simplicidad, en lo sucesivo consideraremos el caso bidimensional,
siendo inmediata la generalizacidn a tres dimensiones.

La pertenencia de un determinado punto del medio continuo a una linea singular
(de normal m en dicho punto) viene determinada por lo que se denomina ”condicién de

9 90

localizacién” cuya expresion matematica es =%
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Figura 2. Diagramas esquematicos tensién — deformacién

det[Q(n)] = det(n-C-m) = 0 (3)

. . . 7y
donde Q(n) es un tensor de segundo orden, denominado tensor acustico %%,y € el tensor
constitutivo tangente de cuarto orden que interviene en la ecuacién constitutiva incremental:

Gi; = Cija €m (4)
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Figura 3. Linea singular

Denominaremos ”banda singular” a una banda de espesor infinitesimal delimitada por
dos lineas singulares '™ y T'T (ver Figura 4a). '

La consideracion de una banda singular para modelar una fisura permite definir el vector
de desplazamientos relativos de los labios de la misma, w, como el limite de la diferencia de
los desplazamientos ut y w™, en las lineas singulares I't y I~ cuando el espesor k de la
banda tiende a cero {ver Figura 4b):

w = lim (ut—u") (5)
h-0

El desarrollo de lineas singulares en el sdlido y el cumplimiento de la condicidn de

localizacion (3) se realiza a través de procesos de bifurcacién de la solucién de las ecuaciones

50 9 . ., .,

1172028 En este sentido la eleccién de la adecuada ecuacién

constitutiva para el material juega un papel importante. Hay ciertas ecuaciones constitutivas
7

del problema tenso-deformaciona
que definen “materiales positivos” 27 que no permiten bifurcaciones a la solucién del
problema y que, por consiguiente, no producen localizacidn en el sentido en que se ha
definido mas arriba. La Teoria de la Plasticidad con ablandamiento, por el contrario, define
materiales “no positivos” y, por lo tanto, permite utilizar la técnica de bandas singulares
para simular una fisura.

4. OBJETIVIDAD

La modelizacién de una banda singular en el sélido discretizado puede hacerse a través
de los contornos de una banda de elementos finitos (ver Figura 4c¢) en el interior de los cuales
se cumple la condicién de localizacidn (3). El hecho de que esta banda sea de espesor finito
produce los problemas de falta de objetividad comentados anteriormente. Para establecer
el problema, consideraremos el analisis bidimensional de un sélido de espesor unidad y una
banda de elementos finitos (ver Figura 4¢) modelando una fisura entre los puntos A y B.

Consideremos el proceso de deformacién que conduce a la fractura, y la trayectoriz
tensidén-deformacién que se produce en un punto (ver Figura 4d). Sea gy la energia especifica
(por unidad de area) disipada durante todo el proceso de deformacién:
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Figura 4. a) Banda singular,
b) Variacién de los desplazamientos en la banda singular,
c) Banda singular en el sélido discretizado,
d) Trayectoria tensién — deformacién de un punto de la banda singular

gy = / o3 (t) éij(t) dt (6)
0

De acuerdo con esta definicidn, la energfa disipada en toda la banda de elementos finitos
(de 4rea ) que modela la fisura, serd:
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W= [ g0 ()

Por otra parte, si admitimos que la Energia de Fractura Gy (energia disipada por unidad
de longitud de fisura) es una propiedad del material, constante en todos los puntos %23 la
energia disipada al producirse el tramo de fisura entre los puntos A y B seré:

Q = Gy-lum (8)

donde l4p es la longitud del tramo considerado. Igualando la disipacién de energia dada
por las ecuaciones (7) y (8) se obtiene:

/gf d} = Gf-lAB (9)
Q

Sila energia especifica gy fuese una constante, el refinamiento de la malla conduciria ala
reduccién del dominio 2 de la banda singular, y por tanto alareduccién de la integral del lado
izquierdo de la ecuacidn (8), mientras que el lado derecho permaneceria inalterable. Para
evitar esta contradiceidn la energia especifica debe depender del tamafio de la discretizacion.
La forma usual de tener en cuenta esta situacién es a través de lo que se denomina ”longitud
caracteristica” [* que relaciona las energias especifica gy y de Fractura Gy de la forma:

G
g1(a,y) = TTJLJ (10)

Existen diversas propuestas para la longitud caracteristica 611151923 "qye debe ser,
de alguna manera, una medida del ancho de la banda singular de elementos finitos en cada
punto de la misma.

La introduccidén de una adecuada expresiéon de la longitud caracteristica en la ecuacién
(10) conduce a una correcta disipacién de energia en la banda y a la obtencién de objetividad
en los resultados.

5. FUNDAMENTOS DE LA TEORIA DE LA PLASTICIDAD

La teoria de la Plasticidad esté constituida por el conjunto de hipétesis y de ecuaciones
que gobiernan el comportamiento tenso-deformacional de un material "ideal”, el material
“elastopldstica” | que, a su vez, es una aproximacién mads o menos cercana al comportamiento
de un amplio grupo de materiales utilizados en ingenieria. El nicleo de la teoria de la
Plasticidad, para pequenias deformaciones, se establece alrededor de los siguientes conceptos:

- Superficie de fluencia
- Ecuaciones de evolucidn de las variables internas
- Descomposicidn aditiva de la deformacién
- Regla de flujo plastico
- Trreversibilidad del trabajo plastico
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A continuacién se describen brevemente , y de forma genérica, cada uno de estos
conceptos que se particularizaran en el Apartado 6 en su aplicacidn a un modelo
elastopldstico para materiales frecionales fragiles.

5.1. Superficie de fluencia

Se define una superficie de fluencia, en el espacio de tensiones, que evoluciona a lo largo
del proceso de deformacién a medida que lo hacen una serie de variables g(:) denominadas
“variables internas” (ver Figura 5a).

flo,g) = 0 (11)

donde a(t) y q(t) son los vectores que agrupan las componentes de tensién y las diversas
variables internas, respectivamente.

Se dice que el estado tensional o (), en un instante dado, es 7eldstico” si define, en el
espacio de tensiones, un punto situado en el interior de la superficie de fluencia, es decir:

flow,qw) < 0 (12)

La evolucién del estado tensional puede situar el punto representativo del estado
tensional sobre la superficie de fluencia. Se dice entonces que el estado tensional es 7 plastico”,
cumpliéndose:

flew,q) = 0 (13)

No se permite que durante el proceso de deformacién se produzcan estados tensionales
situados fuera de la superficie de fluencia. A partir de un estado tensional plastico en el que
se cumple la ecuacidn (13) cualquier proceso que tienda a situarlo fuera de la superficie de
fluencia va acompanado de una variacién o movimiento de dicha superficie (ver Figura 5b)},
regulado por la evolucién de las variables internas g, que lo mantiene sobre la misma.

En consecuencia, podemos definir los " procesos de deformacidn elésticos” como aquellos
que producen estados tensionales situados en el interior de la superficie de fluencia (¥ que
por lo tanto no la modifican, ver Figura 6a). Un "proceso de deformacién plastico”, por el
contrario, es aquel que partiendo de un estado tensional plistico (situado sobre la superficie
de fluencia), tiende a salirse de la misma obligando a su modificacién (ver Figura 6b). En
consecuencia durante un proceso de deformacién plastico se cumple

flo,q) = 0 ; flo + do,g + dg) = 0 (14)
es decir:
3] af .
flo,q) = 0 5—£~'é—+5§qzo (15)

La ecuacién (15) es la denominada “ecuacién de consistencia” que define
matematicamente un proceso de deformacién plastico.
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a)
03
® Estado tensional eldstico
@ Estado tensional plastico
01
b)

Figura 5. a) Superficie de fluencia,
b) Movimiento isotrépico de la superficie de fluencia

En el caso méas general, el proceso de deformacion seguido en un punto del sélido seréd
un proceso “elastoplastico” en el cual se sucederdn a lo largo del tiempo procesos eldsticos
v procesos plasticos (ver Figura 6c).
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Figura 6. Superficie de fluencia y su evolucién
5.2. Ecuaciones de evolucién

Las variables internas varian o "evolucionan” a lo largo del proceso de deformacién
Las ecuaciones de evolucién proporcionan informacién sobre la velocidad de esta variacién

en funcién del estado tensional y del propio valor de las variables internas:
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qt) = h(o,q) (16)

Consideremos un punto del sélido y un instante ¢, en el que los valores de las variables
internas y de las tensiones son tales que el estado tensional o es pldstico (f(o,q) = 0). Se
dice que el proceso de deformacién presenta "endurecimiento” o ”ablandamiento”en dicho
instante si una variacién infinitesimal de las variables internas ¢ (manteniendo constantes
las tensiones o) tiende a dejar el estado tensional dentro de la superficie de fluencia

(endurecimiento) o fuera de la misma (ablandamiento), respectivamente; es decir (ver Figura
7):

fle,q + dg) < 0 — endurecimiento (17.a)
fle,q + dq) > 0 — ablandamiento (17.b)
g, Gy
flo;q+dg)=0

g, 0,
Endurecimiento Ablandamiento
Figura 7. Movilidad de la superficie de fluencia
Teniendo en cuenta la ec. (16):
. af . af
dq)— = ——.qdt = —-hdt 1
Definiendo la "funcién de endurecimiento” como:
s}
H(o,q) = — o1 -h con f(o,q) = 0 (19)

el endurecimiento y ablandamiento para un estado tensional pléstico queda definido por:

H{o,q) > 0 — endurecimiento (20)
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H(o,q) < 0 — ablandamiento (21)

El endurecimiento hace evolucionar la superficie de fluencia durante el proceso plastico
hacia el "exterior”. Por el contrario, el ablandamiento produce una evolucién de la misma
hacia el ?interior””. En el caso intermedio (endurecimiento o ablandamiento nulo), la funcién
de endurecimiento (19) es nula y se mantiene inalterable la superficie de fluencia. Estas
definiciones del endurecimiento y el ablandamiento son consistentes con las dadas en las ecs.
(1) ¥ (2).

Como puede observarse de las ecuaciones (19) a (21), elegida una superficie de fluencia
{determinada por la forma matematica de la ecuacién (13)), la existencia de endurecimiento
o ablandamiento en un cierto instante depende de la adecuada eleccidn de las ecuaciones de

evolucién (16).

5.3. Descomposicién aditiva de la deformacién

Se establece que la deformacién € puede descomponerse de la forma:

e = g° + £° (22)
o, en forma incremental:

E = g° + €7 (23)
donde € es el vector de deformacién eldstica y €P el vector de deformacién plastica.

Los componentes del vector de deformacién plastica €? se consideran incluidas dentro
del conjunto ¢ de variables internas y, por lo tanto, es necesario considerar ecuaciones de
evolucion del tipo (16) para las mismas. En este caso, sin embargo, estas ecuaciones son de
un tipo particular y vienen determinadas por la regla de flujo del apartado 5.4.

La deformacién plastica es nula en el estado indeformado (t = 0) y no varia durante los
procesos de deformacién elédsticos, es decir:

& = 0 para f <O (24)

y de acuerdo con la ec. (22):

E = € para f < 0 (25)

En consecuencia en procesos de deformacién elasticos sélo se producen deformaciones
elasticas y la ecuacién constitutiva incremental es la propla de un material eldstico:

o = D¢ = D*-¢ (26)

donde D* es el tensor constitutivo tangente eldstico de segundo orden, tal como se formula en
la teoria de la elasticidad lineal o no lineal **. Por el contrario, en los procesos de deformacién
plasticos definidos por la ecuacién (15), hay produccién de deformacidn eldstica y plastica.
La obtencién de la ecuacién constitutiva equivalente a la (26) en los casos elastoplasticos es
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un objetivo fundamental de la Teoria de la Plasticidad que serd abordado en el apartado
5.5.

5.4. Regla de flujo plastico

La regla de flujo proporciona las ecuaciones de evolucién de las componentes del vector
de deformacién plastica. A pesar de que estas componentes constituyen una parte del
conjunto total de variables internas, sus ecuaciones de evolucidén merecen un tratamiento
diferenciado puesto que la Teoria de la Plasticidad postula en todos los casos una misma
expresion formal para ellas. Se establece una funcidén, denominada ”funcién potencial”
g{o,q), a partir de la cual se determina la velocidad de crecimiento de las deformaciones
plasticas, o ecuaciones de evolucién de las mismas como:

. dg
P
el = A pyn (o,q) (27)

AMo,g) > 0 (28)

Las ecuaciones (27) y (28) ponen de manifiesto que €7 tiene la direccidén de la normal
“hacia afuera” a la superficie potencial que pasa por el punto correspondiente en el espacio
de tensiones (ver Figura 8) y de alil que a la ecuacién (27) se la denomine ”criterio de
normalidad”

Oy

Figura 8. Superficie de fluencia y superficie de potencial plastico
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Cuando las funciones de fluencia, f, y potencial, g, coinciden (f = g) se habla de
plasticidad ”asociada”. El caso general f # g corresponde a plasticidad "no asociada” y
permite simular ciertos fenédmenos como la dilatancia, observados en los geomateriales 2°.

5.5. Ecuacién constitutiva en régimen de deformacién plastico

La ec. (26) es la ecuacién constitutiva en régimen de deformacién eldstico. En régimen
de deformacidn plastico la deformacién se produce manteniéndose el estado tensional dentro
de la superficie de fluencia, es decir, cumpliéndose la ecuacién de consistencia (15). Dicha
ecuacién, junto con las ecuaciones (22), (26) y (27) permite obtener la ecuacién constitutiva

- - 5 o
en régimen plastico como 1529:

6 = D .¢ para f(o,q) =0 (29)

donde D*? es el tensor constitutivo ”elastoplastico” tangente de segundo orden definido por:

(o-)e (-8

do

D? = D° - (30)

9f . pe. %4

A+ do D do

El pardmetro 4 de la ecuacidn (27) se obtiene de la expresién:
1
Alo,q) = ——H(o,q) (31)
Mo, q)

con lo que, teniendo en cuenta la ecuacién (28), tiene el mismo signo que la funcién de
endurecimiento H por lo que se utiliza frecuentemente como una alternativa para definir el
endurecimiento o ablandamiento:

A(o,q) > 0 -— endurecimiento (32)

A(o,q) < 0 — ablandamiento (33)

Obsérvese que las ecuaciones (26) y (30) proporcionan una ecuacién constitutiva
tangente en los regimenes elastico y pldstico. La correspondiente rigidez tangente D*? | queda
perfectamente definida conocida la rigidez tangente eldstica D*, las funciones de fluencia f y
potencial g, y el pardmetro A de la ecuacién (31). La ecuacidén constitutiva permite, a través
de procesos “standard” de integracién en el tiempo, resolver el problema tenso-deformacional
para el material elastopldstico "ideal” definido en la Teoria de la Plasticidad.

41



II - Fractura Elastopléstica

5.8. Irreversibilidad del trabajo pldstico

Se postula que el trabajo piéstico disipado durante el proceso de deformacién es siempre
positivo:

W, = 0-éfF > 0 (34)

Consecuencia de la ecuacién (34) es la irreversibilidad, desde el punto de vista
termodindmico, de los procesos de deformacidn plasticos asi como la irrecuperabilidad de
las deformaciones plasticas 29,

6. PARTICULARIZACION A UN MODELO PARA MATERIALES FRAGILES
COHESIVOS

Como ejemplo de la utilizacién de la Teoria de la Plasticidad para la simulacién
de procesos de fractura se presenta a continuacién un modelo desarrollado en '® para
geomateriales de tipo fragil (hormigdn, rocas, ete.).

El modelo presta atencién no sélo al comportamiento a traccién sino que también,
debido a la interaccidn entre el comportamiento en los diversos puntos del sélido, intenta
modelar de forma correcta el comportamiento a compresién del material. En los siguientes
apartados se presentan las caracteristicas fundamentales de dicho modelo intentando
encuadrarlo dentro del esquema y nomenclatura utilizada en la descripciéon de la Teoria
de la Plasticidad del apartado 5.

6.1. Variables internas

El vector de variables internas tiene las siguientes siguientes componentes:

C
g = { KP (35)
£P
donde C tiene el significado de ”cohesién” y sP es una variable de ”dafio plastico” que
intenta cuantificar el dano sufrido en cada punto asigniandole un valor entre 0 y 1. El valor
0'indica que no hay daflo y el valor 1 indica fractura total.

6.2. Superficies de fluencia y potencial pldstico.

Previamente a la descripcién de dichas superficies, hay que introducir diversos
pardametros, tipicos del comportamiento de materiales friccionales, como son la cohesién
C, el angulo de rozamiento interno ¢, y la dilatancia .

La cohesién es una medida de la capacidad de resistencia de las particulas a su
separacién. Al ser una variable interna no viene descrita en forma explicita, sino mediante
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Ci

Cpico“

xP

Figura 9. Curvas de cohesién para procesos de compresidn y traccidén uniaxial

una ecuacién de evolucidén del tipo (16). Dicha ecuacién se presentard en el apartado 6.3
pero previamente se necesita definir dos curvas empiricas que coinciden con la evolucién de
la cohesidn (o tensién uniaxial) que se observaria en un ensayo uniaxial a traccidon, C, y a
compresion, CS. La forma de estas curvas en funcién del parametro de dafio x? viene dada
en la Figura 9 y los valores necesarios para acotarlas se determinan a partir de resultados
experimentales.

El dngulo de rozamiento interno, como su nombre indica, es una medida de la resistencia
al deslizamiento tangencial entre particulas. Es posible describirlo a través de una ecuacién
de evolucién aunque, para materiales friccionales como el hormigén, la experimentacién
demuestra que se puede trabajar con una {érmula explicita en funcién del parametro de dano

kP. En la Figura 10 se presenta una posible curva de variacién del dngulo de rozamiento

p
i

donde se estabiliza. También en este caso los valores de k¥ y ¢mee deben determinarse a
13

interno ¢ con el parametro de dano. Esta variacién es creciente hasta un clerto valor &

partir del ajuste con resultados experimentales.

sin ¢(K*)
s tmar | e T
8in ¢vnat |
P gl
. oo )2 S VR < K
| sing = KY + K
! sin @™ ¥ k" > kP
|
|
|
|
}
Kkt K’

Figura 10. Curva Angulo de rozamiento interno — Variable de dafio plastico
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Finalmente, la dilatancia es el fendmeno de cambio de volumen en el sélido durante
un proceso ineldstico en el que predominan las deformaciones de corte. En cierta forma,
puede atribuirse al crecimiento de la microfisuracién y su magnitud se evalia a través
del angulo de dilatancia 9. También en este caso su evolucién podria darse mediante
una ecuacién de evolucién y 9 seria entonces una variable interna. Sin embargo, resulta
suficientemente aproximado, vistos los resultados experimentales, describir la dilatancia a
través de su relacién con el dngulo de friccidn ¢(x?) que se presenta en la Figura 11. La
correspondiente curva consta de dos tramos. Hasta un cierto valor ¢ov (que se determina
experimentalmente) se considera dilatancia nula; a partir de dicho valor, hasta el valor
MAXIMO Pmez, se considera la relacidn trascendente que se da en la Figura 11. El pardmetro
dcv adquiere, en consecuencia, el significado de angulo de rozamiento méximo a volumen
constante (sin dilatancia).

0 iV ¢(k") < ¢

P(x*) = ) sin ¢(k?) — sin ¢,
arcsin 1~ sin g(r7) sin 6., i YV @(K) > ¢,

¢

- /® oy Qjmux ®

= o o

Figura 11. Curva Angulo de dilatancia ~ Angulo de rozamiento interno
o O

Las curvas de las iguras 9, 10 y 11 deben determinarse a partir de datos experimentales.
A partir de ellas es posible establecer la superficie de fluencia , la funcién potencial y las
ecuaciones de evolucidén en forma coherente con la Teor{a de la Plasticidad. La superficie de
fluencia se define mediante la ecuacidn:

f(O’, q) = F(O’) _C(qu) =0 (36)

donde C es la cohesién en su acepcidn mas general (que sélo en el caso de deformacién
uniaxial coincidira con los valores dados por las curvas de la Figura 9) y F viene dada por:

1
Flo)y = — [V/3Js + al; + B<0mez> — 7 < ~Omaz >) (37)

l—o
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donde <> es la funcidén de Me. Auley:

ctz>= %(m ) (38)

I,(o) es el primer invariante del tensor de tensiones (I = ay;), Jo es el segundo invariante

del tensor desviador de tensiones (Jo = 3 8i58ij ;i = Oij—% Onn 6ij) ¥ Omae la mayor de

las tensiones principales. Los parametros «, 8 y v son adimensionales y se determinan como

igue:

o

— « se obtiene a partir de ensayos de compresién biaxial simétrico y de compresién
uniaxial. Si fy es la maxima resistencia del material, en un ensayo de compresién
biaxial simétrico, y f. es su resistencia maxima a compresién en un ensayo uniaxial
entonces:

o = (fb/.fc) -1

— [ se obtiene a partir de las tensiones maximas a compresién f. y a traccién f; en un

(39)

ensayo uniaxial

8= (-a) &~ (144) (40)
e
~ 4 se define a partir del radio octaédrico maximo p:
3(1-p)
o1 (41)

En el caso particular de hormigones, los resultados experimentales demuestran que los
valores de o, @ y v varian dentro de limites muy estrictos

0.08 < v < 0.12

=
iR

7.50 (42)

4 =~ 3.50

por lo que pueden sustituirse dichos valores directamente en la ecuacidn (37).

La forma de la superficie de fluencia definida por la ecuacidén (37), en el espacio de
tensiones principales, se presenta en la Figura 12. Como puede verse, en la zona de
compresién biaxial (0 = oy > o9 > o03) donde el pardmetro v de la ecuacién (38)
no interviene, (< —0Omqr, >= 0) dicha superficie se ase neja a la conocida superficie de
Dricker Praguer 5.

La funcién potencial se establece como:

senb seny

glo,q) = Glo,P(rP)) = %semﬁ + ﬁ;(CGSG —»—~——\7_3—-—) (43)
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4193/0c MOHR - COULOMB

0.08< < Q1212

Figura 12. Superficie de fluencia plastica:
A) plano (o1 — o3),
B) plano octaédrico,
C) planos meridianos de traccién-compresién

donde 8 es el dangulo de similaridad definido por:
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sen(80) = iézﬁm (44)

siendo Jj el tercer invariante del tensor desviador de tensiones (J3 = det(s;;)).

6.3. Ecuaciones de evolucién

Las ecuaciones de evolucién de las variables internas ”deformacién plastica” vienen
determinadas por la regla de flujo de la ec.(27) y por lo tanto quedan establecidas al definir
la funcién potencial g(o, q) de la ec.(43).

La ecuacidén de evolucién para la ”variable de dafio” «? se determina de la siguiente
forma:

3

. 1 1

o= {5 <a> + <-—oi>}el ;0 0<KP <L (45)
i=1 t ’ €

donde o; y € son las tensiones y deformaciones plasticas principales, respectivamente, y g?

y g; se obtienen como

. Yo

T W)

. < -0 > (46)
e T I gyl

siendo gf y g* las dreas encerradas debajo de las curvas de cohesidn uniaxial a traccidn y
compresién respectivamente (ver Figura 13).

trac. comp.
;CU CU

o

xP

Figura 13. Curvas uniaxiales de cohesién ~ dafic pldstico
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Las magnitudes g, y g. tienen el sentido fisico de energlas especificas (energfas
disipadas por unidad de volumen) a traccidén y compresién, respectivamente. Para conseguir
objetividad en los resultados, estas energias especificas deben provenir de unas energfas por
unidad de superficie Gy y G, de tal forma que:

G
gt = ‘l‘;E (47)
G

donde I* es la longitud caracteristica de la ecuacién (10). El valor de G, corresponde a la
Energia de Fractura (asociada a la traccién) y G, a la energia de aplastamiento (asociada a
[a compresidn); ambas consideradas como propiedades del material.

Finalmente, para la variable interna ”cohesién” se considera la siguiente ecuacién de
evolucidn:

r(o) dct l—-r(o) dC!
Ct(kp) = drP Ce(kP) ~ drP

c =c (49)

donde r(o) es una funcidn que caracteriza el estado tensional en el instante considerado
(traccién, compresidn o traccidn-compresion) y se obtiene como:

Z?zl < T >
3
Zi:‘.l [d'il

De la ecuacidn (50) se observa que para estados de traccidn pura (o; > 0) r(o) = 1,
para estados de compresién pura (o3 < 0) (o) = 0 y en estados mixtos 0 < r(o) < 1.

rlo) =

6.4. Lineas o superficies de fractura.

Tal y como se ha comentado en el apartado 3, desde el punto de vista de la localizacién
una fisura esta asociada a una linea o superficie singular. La pertenencia de un punto a dicha
linea o superficie se establece a través del cumplimiento, en dicho punto, de la condicién
de localizacién (3) para una cierta normal » que determina la direccién de la fisura. Fl
tensor constitutivo € que aparece en la ec. (3) se extrae de la matriz constitutiva tangente
D? de la ec. (30). Conocido el valor de €, un algoritmo numérico puede encargarse de
encontrar en qué direccién m se cumple la condicién de localizacién, y determinar las lineas
o superficies de fisuracidn.

Sin embargo, los resultados experimentales en materiales friccionales demuestran que
las superficies de fisuracién son casi exactamente ortogonales a la direccién de la maxima
deformacién plastica de traccién 3. Este criterio puede entonces ser considerado como una
alternativa valida a la condicién de localizacién para determinar las superficies de fractura.
La determinacién de dichas superficies es un proceso aparte del nicleo del modelo numérico,
que puede realizarse como un postproceso en aquellas fases del cdlculo en las que se desee
observar la evolucién de las fisuras 5.
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7. EJEMPLOS DE APLICACION

Se presentan a continuacién algunos ejemplos de aplicacién del modelo elastopldstico
de fractura descrito. Dichos ejemplos corresponden a ensayos numéricos sobre probetas de
hormigén en las que predominan los modos de fractura Iy IL. Los correspondientes resultados
experimentales se comparan con los numéricos con el fin de contrastar la capacidad del
modelo para reproducirlos.

7.1. Ensayo a flexién de una viga entallada simplemente apoyada. (Modo de
fractura I)

El ejemplo corresponde al ensayo de una viga, con una entalla en el centro de la lug,
simplemente apoyada en los extremos, sobre la que se impone un desplazamiento creciente
en el punto medio de la cara superior. La viga es de seccién rectangular y sus caracteristicas
geométricas, la malla de elementos finitos (isoparamétricos de ocho nodos) y las propiedades
del material consideradas se presentan en la Figura 14. La integracién numérica es del tipo
Gauss-Legendre 3% con un orden de integracién 2 x 2.

é i .
I 1
1 1
L&
1B 3
S| <
&
4
¢ = 200.00cm & = §.00cems

b)

Eo = 305810.40 hg/em?.

= 0.20
:0 = cle. = 32° FE® = 36.00 kg/em?
o = cle. = Gy = 0.126 kg/em
Yo = cle. = 32°

G = 12.600 kg/em
Plasticidad asociada

Sin degradacién de rigides

F® = 339.45 kg/em?
5705 = 360.00 kg/cm?

Figura 14. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple.
Geometria y parametros del material

. 9
En la referencia 23

se describen los ensayos realizados con una serie de probetas de
estas caracteristicas. Los correspondientes resultados, en lo que se refiere a la curva carga-
desplazamiento vertical en el centro de la luz, se presentan en la Figura 15. Puede observarse
la dispersién de dichos resultados sobre una banda, una vez sobrepasado el maximo de la
curva. Dicha circunstancia debe atribuirse a la dificultad de realizar ensayos precisos en la

zona de ablandamiento, donde larigidez de la maquina de ensayo puede afectar sensiblemente
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a los resultados produciendo tales dispersiones. En la Figura 15 se presentan también los
resultados obtenidos con el modelo numérico donde puede observarse su buen ajuste al limite
inferior de la banda experimental.

120

104 112

95

:E:]

80

A : Inicio de la fisuracién
B : Inicio de la inestabilidad
C : Estado tltimo alcanzado

carga [kgl
40 48 56 64 72

32

banda experimental

24

16

T ¥ T 1 T T T ¥ ¥ T T T T T i
0,00 0.08 0.16 0.24 0.32 0.40 0.48 0.56 0.64 0.72 0.80 G.88 0.6 1.04 1.12 1.20

desp. [cm] *107

Figura 15. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple:
Carga aplicada ~ desplazamiento vertical del punto de aplicacién.
Comparaciéon con estudios experimentales de Petersson

En la Figura 16 puede verse una ampliacién de la zona de la entalla en el estado ultimo
analizado (punto C de la Figura 15). Se observa la localizacién de las deformaciones en una
banda de elementos situados en el fondo de la entalla que modelizan la progresiva penetracién
de la fisura hacia la cara superior de la viga.

En la Figura 17.a se presenta el estado de fisuraciéon detectado en los puntos de
integracidn de los elementos de la banda de localizacidén para un estado de deformacién
correspondiente al punto B de la Figura 15. En la Figura 17.b se presenta la fisuracién en
el estado de deformacién dltima correspondiente al punto C de la Figura 15. El anéalisis
de dicha fisuracién se ha establecido de acuerdo con el esquema indicado en el apartado
6.4. La direccién de cada fisura se representa mediante un trazo ortogonal a la direccién de
la correspondiente deformacién plastica principal positiva. Cada trazo se regruesa segin el
valor de dicha deformacidn plastica principal lo cual constituye un indicador de la ”apertura”
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detalle de la zona donde se localizan las deformaciones

banda de localizacién

Figura 16. Ensayo a flexién de una viga de hormigén simple: Localizacidn de
deformaciones en el estado dltimo

de la fisura. Aunque en el inicio de la fisuracidén en cada punto de integracién se detecta
doble fisuracién (dos direcciones orgonales, Figura 17.a) se observa que el avance de ésta se
produce esencialmente en la direccidn vertical y que, a medida que se produce la localizacidn,
la apertura de la fisura se concentra también en dicha direccién vertical (Figara 17.b). Este
resultado concuerda con el modo de {ractura I que corresponde a este ensayo.

En las Figuras 18.a, 18.b y 18.c, se representan las tensiones principales, mediante trazos
orientados segin las correspondientes direcciones principales y de longitud proporcional
al valor de cada tensidén principal. La representacion se efectia para los tres estados de
deformacién A B y C indicados en la curva de la Figura 15. Se observa la plrogresiva
relajacién de dichas tensiones a medida que la fisura progresa y se localiza. En particular,
en la Figura 18.c (correspondiente al estado dltimo de deformacién) puede observase una
umportante concentracién de tensiones de compresién en la cara superior de la viga. Estas
tensiones producen importantes deformaciones plasticas de compresién en dicha zona, con
el correspondiente aplastamiento y disipacién de la energia. Una correcta modelizacidn del
comportamiento a compresion del material en estas condiciones incide muy directamente en
los resultados obtenidos y en la correcta simulacién del proceso de fractura.

7.2. Ensayo a flexién y corte de una viga entallada. Modo mixto de fractura
(Modos I y ITI)

Se trata de una viga de hormigén en masa, cuyas caracteristicas geométricas y

propiedades mecanicas se reflejan en la Figura 19. Sobre la viga se considera una entalla que
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)

J
|

Figura 17. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigén simple. Estado
de fisuracidn de la viga:
A} En el pico de tensiones.
B) En el estado dltimo

profundiza, aproximadamente, sobre un tercio del canto. El ensayo fue realizado por Arrea
e Ingraffea > con el fin de inducir, a partir de la entalla, un modo mixto de fractura con
apertura (modo I) y deslizamiento (modo II) de los labios de la fisura. Para ello se diseiié el
sistema de cargas de la Figura 19.a en el que se aplica una carga P sobre una viga de acero
que apoya sobre los puntos A y B de la cara superior de la probe‘a. Esta, a su vez se apoya
isostaticamente a través de los puntos D y E de su cara inferior.

La reaccidén en A induce un momento flector, sobre el canto 1til en la seccién de la
entalla, que provoca apertura de la misma (modo de fractura I), mientras que la reaccién en
D induce un esfuerzo cortante en dicha seccién que tiende a hacer deslizar los labios de la
entalla (r1odo de fractura II). En los estados iniciales del proceso de progresién de la fisura,
predomina el modo de fractura II mientras que en las situaciones intermedias se produce un
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Figura 18. Ensayo a flexién de una viga entallada de hormigdén simple.
Tensiones principales en la viga:
a) En el limite eldstico - punto A.
b) En el pico de tensiones - punto B.
c) En el limite dltimo - punto C.

estado combinado de ambos modos.

La simulacién numérica del proceso de carga se realizé controlando el deslizamiento
relativo de los labios de la entalla (C.S.D.). Con el fin de incluir en el ensayo numérico el
efecto de la deformacién de la viga metélica de carga, se consideré dicha viga en el anélisis
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Figura 19. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén simple de
Arrea e Ingraffea’:
a) Geometria y malla de elementos finitos.
b) Propiedades del material en [Kg] [cm].

en la hipétesis de que se comporta come un material eldstico lineal. La discretizacién del
conjunto, en elementos isoparamétricos de ocho nodos, se presenta en la Figura 19 en la que
puede observarse el mayor grado de refinamiento de la malla en la zona donde se produce la
fractura.

Los experimentos de Arrea e Ingraffea se realizaron con tres probetas de las mismas
caracteristicas. Los resultados carga aplicada-C.S.D., representados en la Figura 20,
configuran la banda experimental. En la misma figura se presentan los resultados numéricos
que muestran un muy buen grado de ajuste con los experimentales. Hay que mencionar
que en ningin momento se hizo un esfuerzo para ajustar los resultados numeéricos a los
experimentales a base de modificar los datos del analisis que aparecen en la Figura 19.
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Estos se obtuvieron de los datos proporcionados por los autores de los experimentos v, en
los casos en que el dato era desconocido, se estimé su valor dentro del rango de variacién
del mismo para hormigones de los caracteristicas de las ensayados.
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Figura 20. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén simple de
Arrea e Ingraffea’: Carga P’ - deslizamiento relative entre caras
de fisuras. Kl area sombreada muestra el rango de resultados
experimentales obtenidos por Arrea e Ingraffea

En la curva presentada en la Figura 20 se caracterizan los estados de deformacidén A
(inicio de la fisuracién), B (inicio de la inestabilidad) y C (estado 1iltimo analizado).

En la Figura 21.a se muestra la fisuracidn detectada por el modelo en ¢l estado B en el
que la microfisuracién estd orientada a 60 grados respecto a la horizontal y tiende a progresar
en direccién vertical. En esta situacidén aparecen también algunas fisuras en la cara superior
de la viga producidas por los esfuerzos de flexién. A partir de este instante, la fisuracidn
empieza a localizar en una banda que progresa, a partir de la entalla, con una inclinacién de
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Figura 21. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén simple de
Arrea e Ingraffea’. Estado de fisuracién en la viga:
a) Al pico’de tensiones - punto B.

b) En el imite dltimo - punto C. Fisuras mayores al 3% de la
maxima.
c) En el limite dltimo - punto C. Fisuras mayores al 5% de la
maxima.

60 grados para, posteriormente, tender a progresar verticalmente debido al predominio del
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modo I en los sucesivos estados de deformacién (Figura 21.b). En la Figura 21.c, se compara
la banda de fisuracién que proporciona el modelo con la detectada experimentalmente.

a) .. -

Figura 22. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigén simple de
Arrea e Ingraffea'. Tensiones principales en la viga:
a) En el limite eldstico - punto A.
b) En el limite dltimo - punto C.

En la Figura 22 se presentan las tensiones principales en el estado A de inicio de la
fisuracidn y en el estado final analizado C. En este ultimo caso, puede observarse la relajacion
de tensiones en la zona por donde discurre la fisura. Finalmente en la Figura 23 se muestra
la deformada de la estructura al final del proceso de carga (amplificada 300 veces) donde
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zona donde se localizan las deformaciones

Figura 23. Ensayo de fractura en modo mixto. Viga de hormigdn, simple
de Arrea e Ingraffea’. Deformacién de la viga y localizacién de
deformaciones en el estado dltimo (amplif. x 300.0)

puede observarse la localizacién de la deformacién dentro de la banda de elementos que
representa la fisura.

8. CONCLUSIONES

A lo largo de este articulo se ha puesto de manifiesto que la Teoria de la Plasticidad
contiene los elementos necesarios para modelar numéricamente los procesos de fisuracién o
{ractura. Por una parte, permite introducir el ablandamiento por deformacidn, circunstancia
necesaria para inducir la localizacidén de deformaciones en la banda de elementos finitos que
simla la fisura. Por otra, permite introducir de una forma natural los procesos disipativos
de energia que caracterizan a la fractura. Asimismo, mediante la Teoria la Plasticidad
puede modelarse de forma adecuada el comportamiento del material y la disipacién no local
de energia para los estados tensionales de compresién predominante que se producen en
las zonas cercanas a las de fractura. El comportamiento de estas zonas de compresidn, y
su adecuada modelizacidn, puede afectar, en determinadas circunstancias, de forma muy
umportante a los resultados obtenidos.

El modelo elasto-plastico para materiales friccionales fragiles que se ha presentado es
un ejemplo de aplicacidn de la Teoria de la Plasticidad a la Mecénica de Fractura. Los
ejemplos analizados, muestran una buena aproximacién a los resultados experimentales
lo que constituye un indicador de las grandes posibilidades de este tipo de modelos.
Evidentemente, hay tambien en ellos aspectos controvertidos como, por ejemplo, la gran .
cantidad de parametros que se necesitan para caracterizar el comportamiento del material
v el relativamente alto esfuerzo computacional que hay que realizar en el andlisis. En todo
caso constituyen una alternativa, valida y prometedora para profundizar en el conocimiento
de los fenémenos de fractura.
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1. CARACTERISTICAS EN FRACTURA DE MATERIALES COHESIVOS

El objetivo de este articulo es dar una visidn general de los métodos numéricos que
se utilizan para estudiar la iniciacidén y propagacién de grietas en materiales cohesivos y,
en particular, del hormigdén. En los materiales eldsticos y fragiles se supone que no hay
fuerzas de cohesion entre los labios de la fisura. En los materiales elastopldsticos simples
—o sin endurecimiento por deformacién— se supone que pueden actuar fuerzas de cohesién,
iguales al limite de cedencia, desde el fondo de la fisura hasta una cierta distancia —
esta region es la llamada zona cohesiva—. Los materiales cohesivos pueden considerarse
una generalizacién de los materiales elastoplasticos simples descritos anteriormente, donde
las fuerzas de cohiesidén no tienen por qué permanecer constantes. Para los hormigones
supondremos que las fuerzas de cohesién en el fondo de la fisura son iguales a la resistencia
a traccidn y que van decreciendo a medida que se separan los labios de la fisura, segin
veremos mas adelante.

El problema central de la Mecdnica de la Fractura, en las aproximaciones cldsicas, era
el establecer en qué condiciones una fisura se propagaba. Dicho problema se abordaba
afiadiendo a las ecuaciones de la Mecanica de Medios Continuos un criterio de fractura.
Este tratamiento condujo a una clara distincién —tanto conceptual como de céleulo—
entre los métodos de Mecanica de Fractura y los métodos derivados de la Teoria Clasica
del Agotamiento. Los métodos de la Mecanica de la Fractura se aplican cuando el modo
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dominante de colapso es la propagacién de una fisura, mientras que los métodos de la Teoria
del Agotamiento se usan cuando el colapso estd dominado por mecanismos plasticos.

Dicha dicotomia no resulté fructifera para hormigdn y rocas porque, para la mayor parte
de los casos practicos, el comportamiento estructural no resultaba dominado por ninguno
de los dos mecanismos extremos y tuvieron que desarrollarse nuevos modelos de fractura
para conseguir una mejor descripcién del comportamiento observado. Estos modelos se
denominaron genéricamente Modelos No Lineales de Fractura y algunos de ellos, que son
los que aqui nos interesan, no incluyen un criterio global de fractura y pueden describir la
rotura progresiva del material sin recurrir a singularidades de tensiones (que es la esencia
de la Mecénica de la Fractura Eldstica). Dichos modelos estan basados en dos conceptos
intimamente ligados: Ablandamiento por Deformacion (Strain Softening) y un criterio de
Localizacion.

El ablandamiento por deformacidén puede describirse como la pérdida progresiva de la
capacidad de resistir tensiones cuando la deformacion aumenta indefinidamente. El uso de
relaciones tensién-deformacién con ablandamiento puede conducir a resultados matematicos
inconsistentes con la experimentacidn si no se toman determinadas precauciones, porque la
deformacidn tiende a localizarse en una zona de espesor nulo y como la énergfa de fractura
—en estos modelos— es funcién del volumen deformado, resulta que la fractura se produce
sin disipacién energética, en contra de lo observado (véase, por ejemplo Bazant, 1986).
La realidad es que los experimentos muestran que se produce una pérdida progresiva de
resistencia y una localizacion de deformaciones que, finalmente, lleva a la aparicidn de una
grieta y a la separacidén del cuerpo en dos trozos, pero muestran también que hay una
disipacién energética no nula.

El problema de disipacién nula de los modelos con ablandamiento por deformacién
puede resolverse postulando algin eriterio de localizacidn, criterio complementario que
fuerza a que la energia disipada no sea nula. Parece razonable que cuando un material, tipo
roca u hormigdn, se tracciona como se indica en la Figura 1, las deformaciones, después
del maximo de carga, se localicen en una zona altamente microfisurada, pero con una
distribucién continua, como en la Figura la. Las dificultades actuales en la generacidén
de formas generales de localizacién ha llevado a adoptar criterios mds simples, como el de
localizacién en una banda, Figura 1b (Bazant, 1983), o en una supetficie (Hillerborg, Modeer
y Petersson, 1976), Figura lc. En este caso, aunque el volumen deformado es nulo, se postula
una energia disipada no nula, como se detalla més adelante al considerar los modelos de fisura
cohesiva. La idea esencial que hay que retener para llegar a una clasificacién sistematica de
los modelos de fractura es que el material se ablanda en una zona de fractura cuya forma y
tamafio se especifica mediante el criterio’ de localizacién, en tanto que el material fuera de
la zona de fractura se descarga.

Un modelo completo de fractura debe especificar, teniendo en cuenta los razonamientos
anteriores, tres aspectos complementarios (Elices y Planas, 1988):

A) El comportamiento del material fuera de la zona de fractura

B) El comportamiento del material dentro de la zona de fractura y
C) El criterio de localizacién.
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a b c

Figura 1.

La clasificacién se realiza a través de la especificacién de un codigo de tres letras (A,B,C)

que identifica cada uno de los aspectos esenciales. Por el momento se han tomado en cuenta
tres posibilidades para cada concepto, que se esquematizan en la Figura 2, y se explican a

continuacion:

A

Comportamiento fuera de la zona de fractura. En general se producird irreversibilidad
y disipacién de energia, tal como se representa en la Figura 2A-a. Denominamos a este
comportamiento dano general, que incluye como caso limite el ablandamiento plastico
(degradacién del limite eldstico sin degradacién de la rigidez). Un buen nimero de
modelos con ablandamiento presenta una descarga al origen, como en la Figura 2A-b.
Esto se denomina degradacidn de la rigidez. Un conjunto de modelos muy particulares,
pero muy utilizados, suponen que no hay disipacién fuera de la zona de fractura, de
forma que el tercer comportamiento a considerar es el comportamiento eldstico, Figura
2A-c.

Comportamiento en la zona de fraciura. Fste comportamiento puede clasificarse de la
sigutente manera; dafic general (Figura 2B-a), Degradacién sélo de la rigidez (Figura
2B-b} o degradacién sélo del limite elastico (Figura 2B-c). Debe notarse que cuando
las deformaciones son mondtonas crecientes en la zona de fractura, los tres tipos de
comportamiento son indistinguibles. Una gran proporcién de los modelos usados en la
practica son formulaciones monétonas de cualquiera de los compor! amientos anteriores.
Criterio de localizacidn. Aunque se deja abierta la posibilidad de criterios mas generales
de localizacidn, como se indica en la Figura 2C-a, los criterios usuales son el de
localizacion en una banda —Modelos de Banda Cohesiva o de Fisuracidn en Banda,
Figura 2C-b— o de localizacién en una fisura —Modelos de Fisura Cohesiva, Figura
2C-c—.

Para dar algunos ejemplos, el modelo utilizado mas frecuentemente por Bazant puede

clasificarse como (c¢,x,b) donde x indica comportamiento en descarga no especificado en la

zona de fractura; el Modelo de la Fisura Ficticia de Hillerborg se formula, en su versién mas

sencilla, como (¢,x,c); el modelo utilizado por Rots y colaboradores es un modelo (¢,b,b).

Por ahora, parece que la descripcién detallada del comportamiento fuera de la
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Figura 2.

zona de fractura no es imprescindible para captar lo esencial del comportamiento en
fractura. La descripcidn de la descarga dentro de la zona de fractura es también un
refinamiento innecesario para entender los hechos experimentales mds importantes. Lo
que es radicalmente distinto es la formulacién matemdtica y el tratamiento préactico de
los modelos de banda y de los miodelos de fisura, debido a que los primeros utilizan una
formulacidn en tensiones y deformaciones unitarias y los segundos una formulacién en
tensiones y desplazamientos de bordes de fisura, lo que justifica un tratamiento separado
para ambos tipos de modelos, aunque conceptualmente sean muy similares, si no idénticos.

2. MODELOS DE FISURA COHESIVA

Como se ha indicado, la disipacién en el material fuera de la zona de fractura no es
un aspecto esencial de los modelos de fractura progresiva, por lo que en este apartado
consideraremos unicamente modelos del tipo (¢,x,¢).

Versiones especiales de estos modelos, surgidas por distintos motivos fisicos, se han
usado desde hace tiempo; Baremblat (1962) utilizé este concepto considerando las fuerzas
de atraccion atémica en una pequena regién cerca del borde de la fisura. Dugdale (1960)
propuso un modelo mateméticamente similar para mantener finitas las tensiones en el borde
de fisura. Una nueva interpretacién de estos conceptos fue realizada por Rice (1968).
La aplicacidn de las ideas basicas a la fractura del hormigdén fue iniciada por Hillerborg
(Hillerborg et al.| 1976). Desde entonces se han realizado un buen nimero de trabajos, tanto
tedricos como aplicados, en los que los modelos de fisura cohesiva desempenan un papel muy

64



METODOS NUMERICOS EN LA FRACTURA DE MATERIALES COHESIVOS

importante. Conviene hacer notar que todavia no se ha conseguido una teoria completamente
general, a pesar de los esfuerzos realizados en los campos tedrico y experimental. La teoria
estd bien desarrollada para sélidos isétropos, para apertura pura (Modo I), y para solicitacién
mondtona, pero el comportamiento de una fisura cohesiva para medios anisétropos, modos
mixtos, o solicitacidén no mondtona esta todavia sujeto a especulacion.

2.1. Hipdtesis bdsicas

La definicién completa de un modelo de fisura cohesiva requiere la especificacién del
comportamiento del material fuera de la zona de fractura, la especificacidén de la condicién
para la formacidn de la fisura cohesiva, y la especificacion de las ecuaciones de evolucidén de
la fisura cohesiva. Estas tres condiciones se definen como sigue:

—~  Comportamiento del material fuera de la zona de fractura. Los materiales que no
presentan disipacién volimica deben ser eldsticos. Normalmente se suponen ademas
elasticos lineales. Para el hormigdn suele suponerse un comportamiento eldstico lineal
e 1sdtropo, definido, en consecuencia, por su mddulo de elasticidad, E, y su coeficiente
de Poisson, v.

— Iniciacién de la fisura. Para materiales isdtropos, se suele suponer que el
comportamiento en un punto es elastico hasta que la tensién principal mayor alcanza
la resistencia a traccion, f;. En este momento, la fractura se inicia como una fisura
cohesiva (que transmite tensiones) perpendicular a la tensién principal mayor. Por lo
tanto, se admite que la condicién para iniciacién de la fisuracién es independiente de
la triaxialidad. Esta suposicién podria, obviamente, eliminarse para tener en cuenta la
influencia de las tensiones transversales en la resistencia, pero este refinamiento no se
ha llevado a la practica. Falta por completo una generalizacién a materiales anisétopos.

—  Evolucidn de la fisura. Una vez que la fisura cohesiva se ha formado, se supone que
la tensién transferida a través de la fisura es funcién del desplazamiento relativo entre
las caras de la fisura. Para aperiura pura, la tensidn transferida, o, es normal a las
caras de la fisura y se supone que depende Unicamente de la evolucién de la apertura
de la fisura, w. Por lo tanto, se desprecian de nuevo los efectos de la triaxialidad. Para
apertura mondtona de la fisura, la tensidén transferida estd univocamente definida por
la apertura de fisura, en la forma:

s = f(w) (1)

donde la funcién f(w) describe el ablandamiento del material y se denomina funcidn de
ablandamiento, o, en representacién grafica, curva de ablandamiento. La funcién f(w)
depende del material particular considerado, pero no de las condiciones externas, por
lo tanto es una funcion material.

2.2. Curvas de ablandamiento y pardmetros asociados.

La curva de ablandamiento se supone no negativa y no creciente, como se esquematiza
en la Figura 3. Para ser consistente con la condicién de formacién de la fisura, el valor de la
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tensién para apertura de fisura nula debe ser igual a la resistencia a traccion f;. Cuando la
apertura de fisura aumenta, la tensién disminuye y, eventualmente, se anula para la apertura
critica de fisura, w..

O=f(W
s (W)

TENSION NORMAL , O

We
APERTURA NORMAL DE FISURA , W

Figura 3.

El drea debajo de la curva de ablandamiento representa la energia disipada en una
unidad de drea fija cuando la fisura la atraviesa hasta rotura total (Planas y Elices, 1985).
Se denomina energia de fractura y se escribe Gp. Obviamente, Gp es un pardametro material
en tanto la curva de ablandamiento sea una funcién material.

A partir de los parametros eldsticos y los pardmetros de fractura, pueden definirse dos
magnitudes con dimensiones de longitud. Se denominan apertura caracteristica de fisura,
Wen, ¥ longitud caracteristica, I, (Hillerborg et al., 1976), y sus expresiones son:

Wep == % (2)
EG
len = __];?E (3)

Los pardametros wey, v lep son iitiles para reducir las dimensiones estructurales a forma
adimensional y dan lugar a los nimeros de fragilidad estructural, que cuantifican la {ragilidad
de un elemento estructural dado.

Una vez que la funcién de ablandamiento es conocida, el analisis de la propagacién
de una fisura es, tedricamente, muy simple. La Figura 4 muestra una probeta cargada
simétricamente de forma que la fisura se propaga en nmodo de apertura pura. Como el
volumen del material permanece en régimen eldstico, el problema se reduce a un problema
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de elasticidad con geometria y condiciones de contorno variables. Para una longitud de fisura
presupuesta (geometria fijada), es necesario cumplir condiciones de contorno clasicas sobre
el contorno exterior y condiciones de contorno ¢ = f(w) sobre la fisura cohesiva, tal como
se indica en la Figura 4. El problema tiene solucién tnica si se especifica que la tensién
debe ser continua en el extremo de la fisura y permanecer acotada. Cuando la probeta
se carga de forma que se desarrolla una unica fisura, y no hay otras causas de disipacién
energética aparte de la rotura por traccidn, es evidente que el suministro total externo de
energia necesario para romper completamente la probeta es, simplemente, Gg multiplicado
por la superficie de la fisura formada. Por lo tanto Gp es la energia media por unidad de
area de fisura completa. Esta es la base para el procedimiento RILEM medir la energla de
fractura de hormigén (RILEM, 1985).

ELASTICO LINEAL

=0 —h—G=1w)
QN
Figura 4.

Sin embargo, como el método esta basado en hipdtesis secundarias de difficil verificacién,
se ha propuesto una definicién experimental (Elices y Planas, 1988):

Gpg = (Suministro externo de energia)/(superficie de fisura) (4)

Solamente cuando se eliminan las fuentes esplreas de disipacién energética y cuando
la curva de ablandamiento puede considerarse una propiedad del material, sélo entonces,
Grrg = Gr. Por tanto, conviene distinguir entre valores experimentales, que pueden
corresponder a una situacidén en que la teoria expuesta no es aplicable, y valores teéricos,
que corresponden a condiciones idealizadas.

Aln en el caso de que la experimentacién se corresponda bien con la teoria, es preciso
tener en cuenta que el valor de Gg no es suficiente para resolver los problemas de fractura. Es
esencial conocer la forma de la curva de ablandamiento (véase, por ejemplo, los comentarios

de Alvarado y Torrent, 1987).
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La determinacién experimental directa de la curva de ablandamiento puede llevarse a
cabo mediante ensayos estables de traccién directa (Petersson, 1981; Reinhardt, 1984; Planas
y Elices, 1985). Sin embargo, las dificultades experimentales son grandes, lo que hace que
para el cdlculo se supongan formas aproximadas de la curva de ablandamiento, basadas en
estudios experimentales de unos pocos autores. Petersson (1981) propuso la forma bilineal
esquematizada en la Figura 5, que, utilizada en programas de calcule numérico, da buenos
resultados. Otras formas mas elaboradas de la curva de ablandamiento han sido también
propuestas, basadas en modificaciones de exponenciales decrecientes (Cornelissen et al, 1986;
Planas y Elices, 1986). Sin embargo, la mayor parte de resultados numéricos disponibles
han sido obtenidos con la forma bilineal de la Figura 5.

173

TENSION ADIMENSIONAL TRANSFERIDA ,C*

.

1 2 3 !
08 36

APERTURA ADIMENSIONAL DE FISURA , w¥

Figura 5.

3. MODELOS DE BANDA COHESIVA

Los modelos de banda que consideraremos aqui son, por las mismas razones aducidas en
el caso de fisura cohesiva, modelos que no presentan disipacién fuera de la zona de fractura,
por tanto modelos del tipo (c,x,b).

La concepcién mas sencilla de un modelo de banda es el que representa la zona de
fractura no como una fisura unica, sino como una distribucién uniforme de microfisuras
paralelas en una banda de espesor fijo h.. A primera vista, podria tomarse como una
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formalizacién de la antigua aproximacién de fisuracién difusa (Smeared crack approach)
utilizada para el analisis mediante elementos finitos de problemas de hormigones y rocas. En
la versién mads simple de aquel método, la rigidez de un elemento finito se hacia nula cuando
la tensién en él alcanzaba la resistencia a traccién, y ello independientemente del tamario del
elemento. Un andlisis sistemadtico realizado por Bazant y Cedolin (Bazant y Cedolin, 1979),
mostré que aquella aproximacién daba lugar a falta de objetividad respecto de la malla y que
convergia a resultados incorrectos cuando se refinaba la malla indefinidamente. El modelo de
banda de fisuracidén como tal, tomd cuerpo a principios de los 80 debido fundamentalmente
al trabajo de Bazant y colaboradores.

En la actualidad, debido al desarrollo de los modelos constitutivos basados en la
formulacién en variables internas, existe una gran variedad de posibles formulaciones de
modelos de banda, entre los que se cuenta el modelo basado en reglas de flujo plastico que
se presenta en otro capitulo de este volumen, desarrollado por Oliver, Oller y Ofiate. Aqui
presentamos la més sencilla (y probablemente fisicamente mas inteligible) de las versiones de
modelos de banda, desarrollada esencialmente por Bazant y Oh (1983}, y Rots et al. (1985).
Otros modelos mas complejos basados en la teorfa de variables internas pueden verse en
Elices y Planas, (1988).

3.1. Hipdtesis bdsicas

Como en un modelo de fisura, un modelo de banda debe especificar el comportamiento
del material fuera de la zona de fractura, la condicién de formacién de la banda de fisuracién
y la evolucién de la banda de fisuracién. En el modelo tipo (¢,x,b) las especificaciones son
las que se dan a continuacion:

~  Comportamiento del material fuera de la zone de fractura: T.0s materiales que no
presentan disipacién volimica deben ser eldsticos. Normalmente se suponen ademaés
elasticos lineales. Para el hormigdn suele suponerse un comportamiento eldstico, lineal
e isdtropo, definido, en consecuencia, por su mddulo de elasticidad, F, y su coeficiente
de Poisson, v.

—~  Iniciacidn de la fisuracidn: Para materiales isdiropos se supone normalmente que el
comportamiento en un punto es eldstico lineal hasta que la tensidn principal mayor
alcanza la reststencia a traccion, f;. En este momento, la fractura se inicia como un
conjunto de fisuras perpendiculares a la tensién principal mayor, densa y uniformemente
distribuidas sobre la anchura de banda fija h.. Por lo tanto, se admite que la condicién
pata iniciacién de la fisuracién es independiente de la triaxialidad, igual que en el modelo
de fisura cohesiva. Esta restriccidn se elimina en ciertos modelos mas complejos, en los
cuales la banda de ablandamiento no puede ya interpretarse como una distribucién
uniforme de fisuras paralelas.

—  Evolucidn de la fisuracidn: Una vez que la banda cohesiva se ha formado, se supone
que la orientacién de las fisuras permanece fija y que los tensores de tensiones y de
deformaciones permanecen constantes a través del espesor de la banda. Las tensiones y
deformaciones en la banda estan relacionadas por una ecuacién constitutiva que presenta
ablandamiento. Como en el modelo de fisura cohesiva, se supone que el vector tensién
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que actua sobre las caras de las fisuras depende, (de una manera que seré especificada
mas adelante), de la apertura media de las fisuras de la banda. La relacién necesaria
para poder realizar calculos es de caracter tensorial y, por tanto, mas compleja que la
relacion vectorial necesaria para la fisura cohesiva.

3.2. Formulacidn matemadtica de las relaciones c—¢ en la banda

Como se ha indicado, en este modelo se supone que la zona de ablandamiento puede
representarse como una banda de espesor fijo, k., en la cual ha tenido lugar una fisuracién
miltiple uniforme, tal como se representa en la Figura 6a. Considérese un elemento de la
banda, como el representado en las Figuras 6a y 6b, con aristas perpendiculares y paralelas
al plano de la banda, definido por su normal unitaria n.

a

-
_x

DESPLAZAMIENTO

\DE FISURA

|

Figura 6.

La deformacién inducida por la apertura de las fisuras tnicamente (es decir,
considerando material rigido entre las fisuras) tiene la forma indicada en la Figura 6¢, donde
el vector w es el desplazamiento total de las fisuras en el elemento, y la deformacién se
supone homogénea. Definiendo el desplazamiento de fisura medio por unidad de espesor de
banda, e®

, COMO

w
[+
e = — (5
he )
El tensor de deformaciones infinitesimales inducido por la fisuracién, €, estd dado por

c e ®@n + nQE e’

1)
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donde ® indica producto tensorial de dos vectores y caracteres griegos en negrita indican
tensores. La deformacién total del elemento se obtiene por adicién de las deformaciones
de fisuracién , €°, y las deformaciones, €?, del material entre las fisuras, que se supone que
permanece elastico:

e =¢ + ¢ )

Las ecuaciones (5) a (7) representan la cinematica interna de la banda de fisuracién
que queda definida en términos de la deformacién total € y de una dnica variable iiterna
evolutiva de caracter vectorial, e®, directamente relacionada con el desplazamiento w de las
fisuras. La normal n es fija una vez producida la banda de fisuracién.

Las ecuaciones cinematicas deben completarse con relaciones tensién-deformacién. La
tensién (vector) transferida entre los labios de las fisuras, t, se supone que depende
exclusivamente de la evolucién de la apertura de las fisuras, es decir, de e, y la tensién
(tensor) en el material entre fisuras, &, estd relacionada con la deformacién correspondiente,
€?, a través de la ecuacién clésica de la elasticidad isétropa. Ademas, la condicién de
continuidad de tensiones requiere que t coincida con em. Las ecuaciones que definen el
problema son, pues,

Ele-2) = (1+v)e—-vir (el (8)

t = on = ¢(e’;n) (9)

donde ¢(e;n) es un funcional dependiente de la evolucién de e®. Las ecuaciones (8) v (9),
equivalentes a 9 ecuaciones escalares, permiten, (para una deformacién e dada), dcterminar
las 6 componentes del tensor de tensiones, &, y las 3 componentes del vector e.. [.a rcuacién
(9) no es otra que la ecuacién que relaciona la tensidn transierida a través de las fisuras
con el desplazamiento entre bordes de fisuras. Esto significa que el funcional ¢(e®;n) es
el mismo, excepto por factores de escala constantes, que el que se tendria para una fisura
cohesiva.

3.3. Curvas de ablandamiento en modo de apertura pura.

Cuando w, y por tanto e®, tiene la direccién de la normal, la ecuacién (9) se reduce a
o, i .
una ecuacién escalar entre la componente normal del tensor de tensiones, opp =om-n, yla
componente normal (Unica distinta de cero) de ef, ef, = e‘.n:

Tnn = f(w) = f(he er) = ¢(en) (10)

donde f(w) es la misma funcién de ablandamiento que para la fisura cohesiva, ecuacién (1).
Cuando la ecuacién (10) se representa graficamente en funcién de ef, como en la Figura
7, el drea bajo la curva de ablandamiento, gp, tiene el cardcter de una energia por unidad
de volumen de banda, y es posible demostrar que puede definirse, (como para la fisura
cohesiva), una energia de fractura G tal que
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=
~

Onn = (P(encn)

TENSION NORMAL O

=

DEFORMACION NORMAL DE FISURACION E?m

Figura 7.

con lo cual la analogia entre fisura y banda cohesiva se completa.

3.4. Curvas de ablandamiento en modo mixto.

Cuando las fisuras presentan desplazamientos normales y tangenciales, (como se indica
en la Figura 6) el modo de deformacidn se denomina mixto. No existen, por el momento,
relaciones aceptadas universalmente para este tipo de solicitacién. Sin embargo existe una
aproximacion propugnada por algunos autores que se ha utilizado en la practica. En dicha
aproximacién, se supone que la tensidn normal estd univocamente definida por la apertura
normal de fisura (en el supuesto de que sea mondtona creciente), a través de la ecuacién
(10) y que la tensién tangencial es proporcional al desplazamiento tangencial de las fisuras.
FEsto se representa de la forma siguiente:

Onn = (}5(6:,_) (12)
on ~ Opp, . = ﬁ[ﬂ%;—)] (e° — e m) (13)

donde A se denomina factor de retencién en cortante y expresa la relacién entre el mdédulo
de rigidez eldstico y el médulo de rigidez equivalente para las fisuras. Cuando no existe
fisuracién 8 = oo, y en cuanto se produce la fisuracién 3 cae bruscamente a un valor bajo,
inferior a la unidad. Se han tomado valores de 8 entre 0,1 y 0,001, y para que los resultados
sean consistentes es necesario utilizar el valor més bajo para solicitaciones muy préximas
al modo de apertura pura. Desde el punto de vista tedrico es muy poco satisfactoria la
discontinuidad que leva de un valor infinito a un valor constante finito al pasar de una
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situacién de fisuracién inminente a fisuracidn recién iniciada. M&s razonable seria suponer
que varfa continuamente a medida que se abre la fisura. Algunos modelos se han desarrollado
en esa direccién, pero la carencia de resultados experimentales no permiten afirmar que su
funcionamiento sea mejor que el del modelo discontinuo.

4. IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO DE FISURA COHESIVA

4.1. Introduccién

El analisis numérico de una fisura cohesiva se ha realizado mediante el método de los
elementos finitos. Este procedimiento, ain siendo potente, presenta dificultades de varios
tipos; unas emanan de la modelizacién y tratamiento numérico de la zona cohesiva, proceso
no lineal donde las fuerzas no son proporcionales a los desplazamientos. Otras dificultades
provienen de la modelizacién de la propagacién de la grieta en modo mixto. La direccién de
la fisura se puede estimar en cada incremento de carga a partir de criterios sencillos, aunque
se ha mencionado en el apartado 2 que se carece de una teoria satisfactoria para este modo de
propagacién. Para que la malla de elementos finitos sea capaz de representar con precisién
los elevados gradientes que se producen junto al extremo de la fisura es preciso refinar la
malla en esta regién y ello obliga a cambiar la topologia de la malla en cada Incremento de
la longitud de la grieta.

Las hipdtesis basicas de los modelos de fisura cohesiva para estudiar la fractura
progresiva en hormigdn han sido expuestos anteriormente. Los modelos numéricos difieren en
las técnicas y algoritmos utilizados para resolver los problemas de cambio de topologia y no
linealidad (Petersson, 1981; Hillerborg, 1985; Carpinteri, Colombo, Ferrara y Giuseppetti,
1987; LLorca, Elices e Ingraffea, 1987). La discusién detallada de todos ellos cae fuera de los
objetivos de este trabajo. Nos limitaremos a comentar a grandes rasgos las caracteristicas
de cada uno y analizar en detalle uno de ellos.

Los dos primeros modelos (uno desarrollado por Hillerborg y Petersson y el otro por
Carpinteri y sus colaboradores) poseen la misma filosofia de cdlculo. Consisten en sustituir
las fuerzas de cohesidon generadas en la fisura por cargas exteriores aplicadas en.los nudos
que simulan la grieta. Sucesivos calculos por elementos finitos con una misma geometria
permiten calcular la influencia que ejerce sobre los desplazamientos w de los nudos de la
fisura una carga unidad situada en uno de ellos. Se obtiene asi una matriz de influencias que
permite calcular, para una longitud de la fisura y curva de ablandamiento determinadas,
cudl es el valor de la carga exterior que hay que aplicar para que se propague la fisura. Estos
métodos tienen la ventaja de que, una vez calculada la matriz de influencia, es elemental
realizar simulaciones con diferentes curvas de ablandamiento. El principal inconveniente
estriba en que hay que fijar a priori la trayectoria de la grieta y, por lo tanto, el método
es valido unicamente para estudiar problemas de fisura cohesiva cuando la trayectoria se
conoce de antemano.

El cédigo que ha resuelto de manera mas eficaz y versétil los problemas de modificacién
de la topologia es el denominado FEFAP (Finite Element Fracture Analisis Program). En
su version original, FEFAP fue desarrollado para estudiar la propagacién de una fisura en
un medio bidimensional para un material elastico y lineal (Sauoma, 1981; Elices, LLorca e
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Ingraffea, 1985). Entre sus capacidades se encontraba un algoritmo que permite modificar
la topologia de la malla de elementos finitos para simular la aparicidn y propagacién de una
fisura en una direccidén y con una longitud arbitrarias. El algoritmo estaba preparado para
evitar la aparicion de elementos muy distorsionados y optimizar el nimero y tamafio de los
elementos junto al extremo de la fisura. El remallado induce siempre un aumento del ancho
de banda de la matriz de rigidez. Para evitar que los tiempos de céalculo se incrementen
excesivamente, el programa estd dotado de una eficiente rutina para renumerar los nudos y
lograr un ancho de banda minimo.

Basdndose en este programa se ha desarrollado una nueva versién para analizar el
modelo de fisura cohesiva (LLorca, Elices e Ingraffea, 1987). Las ecuaciones constitutivas
utilizadas por el programa son del tipo (c¢,b,c) dentro de la clasificacién propuesta en la
Figura 2 (Elices y Planas, 1988). Para representar el comportamiento en la fisura se puede
escoger cualquier curva de ablandamiento. La fisura puede transmitir tensiones normales y
tangenciales. Ambas son funciones de w y de los desplazamientos relativos tangenciales s
entre los labios de la fisura. De este modo se pueden estudiar, en principio, problemas en
modo de apertura puro y en modo mixto.

4.2. Proceso de calculo

Un primer cdlculo eldstico y lineal permite conocer el valor de la carga exterior P para
el que la tensidn alcanza f; en un punto. El programa modifica la malla automaticamente,
generando una fisura en ese punto e inserta, entre los nudos que simulan la grieta, unos
elementos de junta para representar el comportamiento cohesivo. La direccidon de la fisura
es perpendicular a la tensidn principal maxima en el punto estudiado de acuerdo con las
hipotesis del modelo de fisura cohesiva. La longitud inicial de la fisura es seleccionada por
el usuario.

Una vez iniciada la fisura se postula que se propagard cuando la tensién en el extremo de
la fisura cohesiva sea igual a f;. El objetivo es encontrar el valor P, de la carga exterior para
el que se cumple la condicidén anterior, estando en equilibrio las fuerzas nodales en todo el
elemento estudiado. Esto se consigue mediante una doble iteracién que se ha esquematizado
en la Figura 8, para el caso de propagacién en modo de apertura puro. A partir de la carga
P, el usuario selecciona un nuevo valor de la carga exterior P,. Para este nuevo valor de la
carga se vuelve a analizar el problema y se calculan los desplazamientos en todos los nudos.
Con ellos se determina la rigidez de los elementos de junta a partir de la relacién o —w y se
vuelve a comenzar el proceso. Este proceso se repite hasta que, en dos calculos sucesivos, se
obtienen valores iguales de los desplazamientos nodales indicando que, en toda la superficie
de la grieta, se verifica la relacién constitutiva entre tensiones y aperturas de fisura.

Una vez llegado a este punto, se tiene un elemento estructural fisurado en equilibrio
sometido a cargas exteriores y a cargas en los labios de la fisura. Er general, este sistema de
cargas producird una singularidad en el campo de tensiones en el fondo de la fisura, es decir,
el factor de intensidad de tensiones no serd nulo. Como el modelo pretende que las tensiones
varfen de forma continua, al pasar del interior al exterior de la fisura, el paso siguiente
consiste en anular el factor de intensidad de tensiones variando las cargas exteriores. Para
el calculo de K se usa una de las caracteristicas de la version elastica y lineal de FEFAP. En
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Figura 8.

esa versidn, al propagar una fisura, el programa introduce automaticamente unos elementos
finitos especiales que rodean el extremo de la fisura para calcular con precisién el factor

75



III - Fractura Cohesiva

de intensidad de tensiones (Barsoum, 1976). En la versién no lineal de FEFAP se han
mantenido dichos elementos que permiten conocer el valor de K;. Si Kr < 0, se vuelve a
repetir el proceso incrementando el valor de la carga exterior hasta que Ky es igual a 0.

Cuando se ha alcanzado esta carga se realiza una nueva propagacién de la fisura. El
incremento de longitud de la fisura es elegido por el usuario. En el caso de propagacién en
modo de apertura puro, la direccién de propagacién viene definida a priori. En el caso de
propagacién en modo mixto, la direccién de la fisura es perpendicular a la tensién principal
maxima de acuerdo con las hipdtesis del modelo de fisura cohesiva. En la versidn actual del
programa pueden utilizarse si se desea otros criterios basados en un valor extremal de G
(energia disponible en el fondo de la fisura) o en la densidad de energia para determinar la
direccién de propagacién (LLorca, Elices e Ingraffea, 1986).

Como ya se ha sefialado al comentar las hipdtesis béasicas del modelo de fisura cohesiva,
el problema de calcular la carga P, para la que se produce la propagacién de la fisura es un
problema eldstico con condiciones de contorno variables y tiene solucién unica.

4.3 Implementacién en un programa de elementos finitos

El ablandamiento del hormigdn se modeliza utilizando unos elementos finitos de junta
(Goodman, Taylor y Brekke, 1968). Estos elementos son isoparamétricos de 6 nudos
por compatibilidad con el resto de los elementos utilizados por el programa (tridngulos
y rectangulos isoparamétricos de 6 y 8 nudos respectivamente). La formulacién basica y el
comportamiento de los elementos de junta se ha representado en la Figura 9. Cuando son
sometidos a traccién presentan un ablandamiento normal y tangencial que depende de los
valores de w y s a través de las rigideces secantes normal y tangencial Ky y Kr. La relacién
entre tensiones y desplazamientos en estos elementos (cuando estdn sometidos a traccién)

viene expresada por:
ol _ Ky Knp w
[T] B {KTN KT] [3] (14)

Las rigideces mixtas Kyr y Krny permiten tener en cuenta la influencia de la apertura
de la fisura en las tensiones tangenciales y la de los desplazamientos tangenciales en las
tensiones normales respectivamente. Cuando w = w,, su rigidez normal secante es nula al
igual que para la rigidez tangencial secante cuando s = s..

Para poder utilizar estos elementos en un programa de elementos finitos es necesario
obtener a partir de la ecuacién (14) la matriz de rigidez del elemento que relaciona las cargas
con los desplazamientos nodales. Una vez calculada esta matriz de rigidez, se ensambla en
la matriz de rigidez de la estructura y resolviendo el sistema de ecuaciones se obtienen los
desplazamientos en los nudos.

El proceso iterativo seguido en estos elementos para llegar al equilibrio se basa en las
rigideces secantes (Figura 9b). El dato inicial son los desplazamientos calculados en el paso
anterior (wp). Con ellos se determinan la rigidez secante inicial Kn,. Esta rigidez se utiliza
para calcular los nuevos desplazamientos w, en la fisura cohesiva. A partir de wy, se obtiene
la nueva rigidez secante K1 y el proceso se repite hasta lograr la convergencia. Este método
no es rapido convergiendo aunque tiene la ventaja de que las modificaciones a realizar en vn
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Figura 9.

programa general de elementos finitos son pequefias. Ademads, este tipo de iteracién impide
que se produzca solapamiento entre los labios de la fisura porque al disminuir w aumenta la
rigidez Kp del elemento de junta.

5. IMPLEMENTACION NUMERICA DEL MODELO DE BANDA COHESIVA

5.1. Introduccién

Desarrollaremos en este apartado las bases para la implementacién numérica de un
modelo de banda cohesiva bidimensional, tipo (c,x,b), cuyo origen se debe a Rots (Rots y
otros, 1985) partiendo de la descripcién analitica hecha en el apartado 3.

Como se ha indicado, el modelo de banda cohesiva supone extendida la fisuracién de
forma uniforme en una banda cuyo ancho es una caracteristica del material. La formulacién
de un cddigo de calculo necesitard, en consecuencia, incorporar la respuesta de dos zonas
con distintas propiedades; la del material sano fuera de la banda y la del material dafiado.
También hara falta un criterio que permita evaluar cuando y dénde aparece la zona danada
(banda de fisuracién).

A la modelizacién de la zona sana no se le prestard especial atencidn, puesto que se
supone elastica y lineal. En apartados sucesivos contemplaremos la modelizacién del inicio
del danado y del comportamiento de la zona fisurada. Para finalizar, sefialaremos algunas
caracteristicas especiales del modelo de banda respecto de su implementacién en un programa
de elementos finitos, asi como la forma en que se ha abordado su desarrollo.

5.2. Comportamiento del material en la zona danada

Hasta producirse el dafio, el material se supone isétropo con comportamiento eldstico y
lineal. Nuestro criterio de fisuracidn serd imponer que la tensién principal maxima alcance el
valor de la resistencia a traccidon del hormigdn, fi. En ese instante se originara una banda de
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fisuracién normal a dicha tensién principal mayor, cuya orientacién se mantendra invariante
a lo largo del proceso de célculo.

No existe, como tal, criterio de localizacién. Alla donde se alcance f; se producird dafio,
forméndose en consecuencia la banda de fisuracién. La progresion de una banda fisurada en
modo mixto es un problema complejo, debido a las dificultades de calculo y a la falta de una
teoria satisfactoria —como se ha mencionado antes—. Por estos motivos, en lo que sigue,
trataremos sélo con solicitacién en modo I y supondremos conocidos el punto de origen y la
direccién de propagacién del daiio.

El material al fisurarse se convierte en ortétropo y su comportamiento vendra definido
(conforme se expuso en el apartado 3), a través de la apertura del sistema de microfisuras,
representado por el vector e (desplazamiento de fisura por unidad de espesor de banda)
y de la deformacién del material entre las microfisuras supuesto eldstico y lineal. Ambas
contribuciones a la deformacién las expresamos como:

e =€ 4 ¢ (7
siendo €° el tensor dado por la expresién (6) debido a las microfisuras y € el tensor de
deformaciones elasticas del material sano entre microfisuras.

Resulta habitual, por su comodidad, utilizar una representacidn vectorial de las
magnitudes tensoriales para su implementaciéon numérica. De este modo con respecto a
los ejes de la Figura 10, correspondientes a las direcciones normal y paralela a la fisuracidn,
podemos establecer la relacién para el caso bidimensional,

8 3
€nn €nn Enn
— [} ¢
Ett = [ -+ € ( 15)
2] ¢
€nt €nt Ent

siendo &;; las componentes del tensor de deformacién correspondiente en cada caso.
Deberemos hacer notar que, segin (6), €f, = 0 siempre, no existiendo contribucién del
sistema de microfisuras a la flexibilidad del material respecto de solicitaciones paralelas a la
direccidn de fisuracion.

\

Ont = s
_x \ Su
e
Ont

-\ =

: \

1

Figura 10.
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Para el material sano entre fisuras se supone una relacién elastica y lineal,
transformandose, en nuestra representacién matricial, la ecuacién (8) en:

[

Tnn €nn
o ¢ = D ¢ €5 (16)
Ont Efu
siendo
Dy, Dip 0
D= |Dp D 0
0 0 D33

la matriz de rigidez eldstica convencional, correspondiente al material sin dafar.

Para el sistema de microfisuras se postula una relacién entre la tensién actuante, y
los dos parametros que representan su comportamiento €5, y &5, que se corresponden
respectivamente con las dos componentes del vector e segin la direccién de la banda y
¢ = el b, = ef /2. Dicha relacién, dada en general por la ecuacidn
(9), se simplifica notablemente suponiendo que no existe interaccién entre componentes
normales y tangenciales, quedando el problema desacoplado en las ecuaciones (12) y (13),

que con la notacidén anterior se pueden expresar como:

su perpendicular (e

Onn = ¢(ehn) curva de ablandamiento (17)
Ont = 2Gceg,
siendo G, = BE/2(1 + v) el médulo de rigidez transversal del sistema de microfisuras.
La curva de ablandamiento ¢(g5,, ), cuya forma general se representd en la Figura 7, suele
tomarse bilineal o exponencial, existiendo varias propuestas ya mencionadas (Petersson,
1981; Cornelissen, 1986). Sefialemos que la correspondencia de estas curvas ¢(e5,,) con las
del modelo de fisura cohesiva se hace a través del ancho de banda (h,) segin:

Penn) = f(w) = flhe e5,)

Resultado de todo lo anterior es que el comportamiento del material de la banda fisurada
vendra dado por el conjunto de ecuaciones (15), (16) y (17).

5.3. Proceso de cdlculo

Las ecuaciones que dominan la respuesta del material son las (15), (16) y (17) para la
zona fisurada, y la relacion:

a'za: EZI
Tyy = D Eyy (18)
Tay Eay

para el material sano, siendo D la misma matriz de rigidez que la utilizada en la ecuacién

(16).

79



III - Fractura Cohesiva

El problema no es lineal puesto que la primera de las relaciones (17) en general no lo
serd. Por ello hemos adoptado un procedimiento iterativo tangente, linealizando la expresién
de la curva de ablandamiento:

Tan = $'(e5,) AeS, (19)

De este modo sustituimos dicha curva por su tangente, calculada en el punto
correspondiente a la iteracién anterior.

Tomando incrementos en las ecuaciones (15), (16), (17) y combindndolas entre si
podemos llegar a la expresion:

Dopn Nepn
AO’“ = D-D Aett (20)
Aoﬂt AEnt
donde
b’ (ef Dy 0
q)’(sfzn)'*'Dll (DI(E:LTL)—*'DU
D = 0 1 0
0 0 __2G;
2G, + Das

Ademés se obtlene:

—2u 2 0 Aénn
{ AE,C"I } (I> (snn) + Dn (I) (Enn) + Dn Aeu (21)
Dery Daa
0 0 QGG +D33 AEnt

Las ecuaciones (20) y (21) son la forma linealizada del comportamiento de la zona
fisurada que usaremos en el calculo.

Debido al ablandamiento presente en la ecuacién (20) hemos optado por un proceso de
célculo en el que se utilice la matriz de rigidez tangente de la estructura. Este esquema obliga
aun cambio continuo de la matriz de rigidez en cada iteracién, actualizando los valores de €,
lo que aumenta el tiempo de cdlculo. Como contrapartida, en los calculos realizados hemos
conseguido la convergencia en muy pocas iteraciones. El programa divide automaticamente
la carga en cuantos escalones sean necesarios a fin de alcanzar paulatinamente el valor
de f; en los elementos que se fisuran y modificar en consecuencia las ecuaciones de los
mismos. Hemos comprobado que el cambio de comportamiento del material al producirse la
fisuracién, pasando de ser eldstico-lineal a presentar ablandamiento puede llevar a cdlculos
no convergentes si no se toma dicha precaucién.
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5.4. Implementacién en un programa de Elementos Finitos

La implementacién de un modelo de banda permite en principio predecir el origen y
avance de la fisuracién en una estructura cualquiera. Para ello y al tener que permanecer
constante el ancho de la banda de fisuracidon, caracteristico del material, el algoritmo de
calculo deberd obligar a que todos los elementos comprendidos en una banda de espesor h,
alrededor del punto donde alcancemos la resistencia a traccidon se fisuren simultdneamente
(Figura 1la). Por otra parte, en este supuesto, se debera discretizar en forma suficiente
la malla, ya que en otro caso aparecerian zonas con anchos netamente diferentes al
caracteristico, Figura 11b. Una forma de usar mallas no refinadas, sefialada por Bazant
(Bazant, 1986), consiste en modificar la respuesta del elemento donde se propaga la banda
(Figura 11c). Las relaciones tensién deformacidn serfan las de considerar dos materiales en
serie conformando el elemento, el material sano exterior a la banda y el material en la banda.

Para evitar un algoritmo complejo, y facilitar la implementacién en un programa de
elementos finitos convencional, hemos optado por considerar sélo geometrias de carga con
propagacién conocida de la fisura, de modo que podamos situar a lo largo de dicha direccién
elementos de ancho igual al de la banda de fisuracién.

Figara 11.

Respecto del orden del elemento que se utilice, debemos tener en cuenta que conforme
a las hipdtesis del modelo el estado de deformacién debe ser constante en el espesor de la
banda. Por ello, el uso de elementos con un orden elevado no esta recomendado, ya que las
deformaciones tienden a concentrarse en una zona menor del elemento cuanto mayor es su
orden (Figura 12), llegando en el limite a una concentracién de deformac’ones en una banda
de espesor nulo, no existiendo disipacién de energia. Segin (11), al ser h, = 0 se obtendria
Gp = 0.

Este inconveniente no se plantea si se hace uso de elementos de deformacién constante
(Figura 13a), aunque de esta manera se vuelve a estar en la necesidad de incluir en el
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programa la condicidén de fisurar simultdneamente los elementos comprendidos en el ancho
de la banda (Figura 13b).

En consecuencia, planteamos como solucidon de compromiso utilizar elementos
isoparamétricos de cuatro y ocho nodos y cuatro puntos de Gauss por elemento, que han
mostrado un buen comportamiento en los calculos que hernos realizado.

BANDA DE
DISIPACION REAL

DEFORMACION

Figura 12.

Figura 13.

6. EJEMPLO

6.1. Resultados experimentales

Para contrastar los resultados numéricos de los distintos modelos se han realizado en el
laboratorio ensayos con vigas entalladas sometidas a flexién en tres puntos (Planas y Elices,
1985). La serie de ensayos corresponde a un conjunto de tres geometrias con diferentes
relaciones longitud/canto. El hormigén utilizado tenfa un tamafio maximo de arido de 20
mm y la relacién agua/cemento utilizada fue 0.54. La dosificacién se realizé de acuerdo
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Amasada fe (MPa) ft (MPa) E (GPa)
1 37.3 3.10 24.3
2 32.8 2.75 21.5
3 37.8 3.08 23.4
4 36.8 3.23 26.6

TABLA I. Propiedades mecdnicas de las distintas amasadas

con las recomendaciones de la RILEM (1974). Se hicieron cuatro amasadas distintas y las
caracteristicas mecanicas de cada una de ellas a los 28 dias se muestran en la Tabla 1.

Las vigas fueron hormigonadas a partir de las 4 amasadas y sometidas a un ensayo de
flexotraccién estable con control de desplazamiento en el centro de la luz. Como resultado
de los ensayos se obtuvo la curva carga-desplazamiento, medidos ambos en el centro de la
luz. A partir de esta curva se calculd la energia de fractura Gpg. Los valores de Gpp para

los tres tamafos ensayados se han resumido en la Tabla 2.

Probeta Grg (valor medio) Gpp (desviacién estandar)
FE1 -1 123 292
FE1-2 125 30
FE1-3 126 28

TABLA 1I. Energia de fractura, Gppg para varios tamaifios {N/m).

Como puede observarse, la energia de fractura es independients del tamano de la viga y
parece ser una propiedad del material de acuerdo con las hipdtesis de los modelos propuestos.

6.2. Modelo de fisura cohesiva

Se ha utilizado la versién no lineal de FEFAP para reproducir los resultados
experimentales. Para efectuar los cdlculos, se tomaron como caracteristicas de los materiales
los valores experimentales medios indicados en la Tabla 3.

Médulo de Elasticidad E 23.95 GPa
Resistencia a Traccidn f; 3.04 MPa
Energia de Fractura Gp 125 N/m
Coeficiente de Poisson v 0.2

TABLA 11I. Valores utilizados en el modelo de fisura cohesiva.

El diagrama de ablandamiento utilizado fue bilineal, siguiendo los resultados de
Petersson (1981). El drea encerrada bajo la curva o —w corresponde a la energia de fractura
Gr (se hasupuesto Grp = G, siguiendo la notacién indicada al comienzo de este articulo).
Debido a la simetria del problema, se conoce la direccién de propagacién de la fisura y no
se transmiten esfuerzos cortantes (K, Kyt y Kry = 0).

83




IIT - Fractura Cohesiva

Las tres mallas iniciales de elementos finitos son semejantes, incrementandose el nimero
de elementos =n la zona de propagacién de la fisura a medida que aumentaba el canto de la
viga (Figura 15a). Al propagarse la fisura, el programa va realizando las modificaciones de
la topologia y, al final del proceso, la malla es mucho mds fina en la zona de propagacién,
como puede verse en las Figuras 14b y 14c que corresponden al ensayo I'E1-2.

@ FISURA COHESIVA

b oo C FiNAL

Figura 14.

En la Figura 15 se han recogido los resultados numéricos de la curva carga-
desplazamiento segin el modelo de la fisura cohesiva para cada unc de los tres tamaifios
estudiados junto con la zona de dispersién experimental obtenida con los ensayos en el
laboratorio. Como se puede observar, las predicciones numéricas se ajustan bastante bien a
los resultados experimentales.

En la Figura 16 se han representado las distribuciones de tensiones normales sobre la
fisura para el caso FE1-2. La primera corresponde a la situacién de carga maxima (P = 27
kN y a = 14.13 em) v la segunda a un punto cercano a la rotura total de la viga (P = 8 kN y
a = 18.57 cm). Para el tamarfio estudiado (d = 20 cm), la distribucidn de tensiones sobre la
fisura para carga méxima sélo depende de la pendiente inicial de la curva de ablandamiento
del material y no de la energia de fractura Gp. Para tamafios de un orden de magnitud
superior, se puede observar que influyen ambos factores. Sin embargo, la zona descendente
de la curva carga-desplazamiento si viene determinada por la energia de fractura adn para
los tamafios aqui estudiados (Alvaredo y Torrent, 1987).

Para modelizar adecuadamente la zona de fractura, se ha procurado utilizar un nimero
elevado de elementos finitos sobre la fisura. Los resultados de la Figura 16 muestran que
los mayores gradientes de tensiones se producen junto al extremo de la fisura mientras que
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las variaciones de la tensién sobre la fisura son bastante suaves. Por lo tanto, para resolver
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adecuadamente este problema es necesario utilizar una malla muy refinada junto al extremo
de la fisura o bien utilizar elementos finitos singulares que permitan representar los fuertes

gradientes.

6.3 Modelo de banda cohesiva

A través de un modelo de banda cohesiva, implementado en un programa convencional
de elementos finitos, hemos abordado el cdlculo para las vigas entalladas descritas en
el apartado primero de este capitulo. Las caracteristicas del material, utilizadas como
parametros en el cdlculo, son las indicadas en la Tabla 3. La zona danada se ha modelizado
a través de una curva de ablandamiento bilineal, debida a Petersson, tal y como se ha hecho
para el calculo basado en la fisura cohesiva pero modificandola segin lo expresado en la
ecuacidn (10). Para el valor del factor de retencién en cortante, 3, se ha tomado 0,001. El
ancho de la banda de fisuracién, h., se ha hecho igual a 20 mm.

En la Figura 17 se presentan la malla utilizada y los resultados para la viga FE1-2. Se
han considerado elementos isoparamétricos de ocho nodos y cuatro puntos de Gauss, cuyo
ancho en la zona de la entalla se hizo igual al de la banda de fisuracidn.

Los resultados del cdlculo muestran un buen acuerdo con los datos experimentales,
teniendo en cuenta la discretizacién tan somera realizada con cuatro elementos en la zona
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de la entalla. Los valores algo superiores en la zona de mayores desplazamientos del diagrama
pueden deberse al falso incremento de la rigidez que proporciona utilizar pocos elementos
en la entalla.

La utilizacién de un modelo de banda permite un rdpido estudio de las geometrias de
interés, prediciendo un valor correcto de la carga maxima con el empleo de mallas sencillas.
Cuando se desee conocer el comportamiento en la “cola” del diagrama sera necesario recurrir
a mallas mas complejas.
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METODOS NUMERICOS EN FATIGA
JAIME DOMINGUEZ

E.T.5. Ingenieros Industriales
Universidad de Sevilla.

1. INTRODUCCION

El fendmeno de la fatiga comienza a producirse por la deformacion plastica ciclica o
wrregular en el tlempo, que se presenta en un elemento mecanico como respuesta a una carga
que varia también de una forma ciclica o irregular. Normalimente, el proceso comienza en
las zonas con mayor nivel de tensidn del elemento, ya sean zonas proxirmas a puntos de
aplicacidn de la carga, etc.

Inicialmente, la deformacion pldstica ciclica se manifiesta en forma de lineas y bandas
de deslizamiento en los granos, siendo mas numerosas en aquellos sometidos a mayores
uiveles de tension. Las bandas de deslizamiento son focos de microgrietas de longitud igual
o inferior al tamafio del grano del material en que se producen. La orientacidn de éstas es la
rmisma que la de las lineas de deslizamiento, que, a su vez, es la de aquellos planos atdmicos
que, permitiendo el deslizamiento, forman el menor dngulo con la direccidn de las tensiones
tangenciales maximas.

Las microgrietas van aumentando su magnitud ante las cargas repetidas. Cuando una
de ellas llega al borde de grano, éste hace de barrera, produciendo una disminucidn de la
velocidad de crecimiento, una parada momentanea, o una detencidn definitiva que impide
la propagacidén posterior de la grieta. Las que contindan creciendo en el grano siguiente, lo
hacen con una nueva orientacion igual a la de alguno de los planos de este grano con mayor
propension al deslizamiento. El proceso contintia a través de granos sucesivos, llegando
un momento en que la grieta tiende a cambiar su orientacidn, contimuando su crecimiento
perpendicularmente a la tension principal maxima. El avance continda hasta que alcanza una
longitud suficiente para producir la fractura completa o la plastificacion global de la seccidn
neta del elemento, dependiendo del material y geometria, de forma que hace imposible su
funcionamiento.

Tradicionahmente, a efectos de caleulo, se ha dividido el proceso de fatiga en dos fases,
nucleacién y propagacion, utilizandose distintos procedimientos para el calculo de la duracién
de una y otra fase. Eun cualquiera de las dos juega un papel fundamental la deformacién
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pléstica producida durante los periodos de carga y descarga, en cada ciclo. La primera fase se
considera controlada por la deformacidn plistica local de la zona donde aparece la grieta. En
la fase de propagacidn, el proceso esta controlade por el estado de tensiones v deformaciones
en el borde de la grieta. Si es aplicable la mecanica de la fractura eldstica lineal (MFEL),
dicho estado podra caracterizarse mediante el factor de intensidad de tensiones (K). Si ésta
no es aplicable, v hay una zona plastica de suficiente tamafio en el entorno del borde, ¢
estado y el crecimiento deberdn caracterizarse por ofro pardmetro, por ejemplo, la integial
J, el desplazamiento de apertura de grieta (COD), ete.

Un inconveniente de esta divisidn del proceso en fases es la dificultad para establecer

los limites entre una v otra de forma clara. No existe una definicidn precisa del instante en
que terminsa la fase de nucleacidn y comienza la de propagacidn. Unas veces se emplea como
valor de separacidn una longitud de grieta previamente definida’; otras, la longitud minima
que permite asumir las hipdtesis de la MEFEL?; también, en casos de grietas emanando de
una entalla, cuando llegan al limite de [4 zona de influencia de ésta®; ete.

En cualquier caso, tanto en una fase como en otra, es necesario conocer la evolucidn de
las tensiones v, sobre todo, de las deformaciones en la zona de interés durante el proceso. Para
ello, habri x{tl@ emplear alguno de los métodos de determinacidn de estos pardmetros, bien
sean analiticos, numéricos o experimentales. Dada la limitada aplicacidn de los analiticos
a geometnas y cargas muy sinples, excepto en casos muy concretos, solo se usan los
experimentales v los numéricos. Entre estos dltimos cabe destacar principalmente el método
de los elementos finitos (MET} v, en menor medida, el de los elementos de contorno (MEC).

Teniendo en cuenta el importante papel que desempenan las deformaciones plasticas, estos

métodos deben considerar comportamiento elastoplastico. Tanto con uno como con otro
método, hay que fener en cuenta ciertas particudaridades del proceso de fatiga que hacen su
aplicacidn algo distinta de la usual estitica.

En el caso de andlisis de tensiones y deformaciones en entallas, habrd que tener en cuenta
el cardcter variable de la carga, lo que lleva & usar co

5 curva tension-deformacidn la ley de

comportamiento ciclico, que puede ser bastante distinta de la obtenida en el ensayo estitico.
Otra posible diferencia con los métodos ﬂsﬁ’ﬁ*iies es que esta curva de comportamiento

puede variar con el ndmero de ciclos, con lo que en determmunados casos podria ser necesario
considerar la modificacién del comportamiento durante el proceso de carga. El hecho de que
ta amiplitud de la carga pueda variar también introduce particularidades en el tratamiento
del problema. En ocasiones serd necesacio realizar la simulacidn del proceso ciclo a ciclo
para poder reproducir la evolucién (}e tas tensiones v deformaciones.

En el estudio del crecimiento de grietas por fatiga es importante conocer la evolucidn
de un pafém@t‘go que afecta enormemente al crecimiento, como es la tensidn de cierre de la
grieta (S.p). Esta, se define como el valor nominal de la tensién para el que comienzan a hacer
contacto las caras de la grieta durante el perfodo de descarga del ciclo. Puede determinarse
experimentalmente, midiéndola durante el proceso de fatiga, analitica o numéricamente.

Aungue la e:v;;;em*nentavién es fundamental en este caso, los métodos numéricos v analiticos

prestan una ayuda importante jsten diversas aproximaciones analiticas a las tensiones
de cierre’. Sin embargo, éstas son solo para casos de comportamiento elasto-plastico ideal y
carga ciclica de amplitud constante, por lo que sdélo permiten aproximar casos simples con

soluciones estables en el tiempo.
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El andlisis numérico de las tensiones de cierre pasa por la realizacién de una simulacién
del crecimiento de la grieta con el nimero de ciclos. En ésta debe intentarse reproducir
el comportamiento elasto-plastico del material en el borde de la misma a lo largo de cada
ciclo, y aproximar en alguna medida el proceso fisico del crecimiento. La representacién
de éste debe hacerse rompiendo de alguna forma la continuidad del material en cada ciclo,
permitiendo asf que crezea la grieta. Ademas de las peculiaridades resefiadas, deben afiadirse
las indicadas para el analisis del comportamiento de las entallas, que también son aplicables
en el andlisis del crecimiento.

Dado el costo de tiempo de la simulacién de cualquiera de las dos fases del proceso
de fatiga, sobre todo cuando la carga no es de amplitud constante, se emplean con
gran frecuencia otros métodos numéricos mas simples e inexactos que los previamente
indicados, pero mucho mas rapides. Otras veces, en el caso del periodo de iniciacidn, a
partir de resultados experimentales o de soluciones estaticas mediante elementos finitos, se
hacen extrapolaciones al caso de cargas variables en amplitud. Estos métodos son menos
aproximados, pero, a la vista de los tiempos de calculo actuales, en muchos casos son los
unicos aplicables.

A continuacién se van a describir brevemente las particularidades de la aplicacién del
MEF a la iniciacién y al crecimiento, y se describirdn algunos otros métodos de simulacién
del proceso, menos aproximados perc mas rédpidos.

2. INICIACION

xisten nuevas tendencias que intentan unificar el calculo de la vida a fatiga,
considerando un solo modelo para las dos fases. Si el proceso de fatiga es solo uno, el dafio
producide debe poder modelarse mediante una dnica aproximacidén. Sin embargo, el mejor
procedimiento existente actualmente sigue siendo aquel que analiza el proceso suponiéndolo
dividido en dos fases: iniciacién y propagacion de la grieta.

La duracidén del periodo de iniciacidn se determina mediante el método de las
deformaciones locales®. Dicho procedimiento se basa en las curvas de Manson-Coflin
(Figura 1). Estas curvas representan el nimero de ciclos (N} —o de inversiones (2N)—
de amplitud constante, necesarios para que se inicie una grieta en un punto, en funcién de
las deformaciones producidas (¢). Estas suelen considerarse divididas en sus componentes
elasticas (e,) y plasticas (g,). Pueden definirse mediante la ecuacién:

As“Ase Aspmﬂ"f,. b PR
R AU U CTY (1)

donde o'},s},b y ¢ son constantes a determinar mediante ensayos que, normalmente, se
realizan sometiendo a traccidn-compresioén a una probeta prismatica o cilindrica lisa. Ae es
el incremento de deformacién entre un pico y un valle (rango) de los ciclos.

En su aplicacidn, se considera que la duracién del periodo de iniciacién en una entalla
sometida a unas cargas determinadas sera igual a la de una probeta lisa sometida a la misma
historia de deformaciones que el borde de la entalla considerada (Figura 2). Conocidos los
datos experimentales de resistencia de las probetas, la extrapolacidn de estos resultados
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= — 2N para el acero AISI 4340, recocido.

sterininando la historia de deformaciones producidas en la entalla. Excepto
en casos reometrias muy simples, la mejor aproximacién se obtiene con los métodos
numéricos generales de analisis. De ellos, con mucha diferencia, el mas empleado es el de los

elementos finitos.
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Figura 2. Iguales efectos de iniciacién en el borde del taladro v en la probeta.

En general, para la aplicacidn del método, las consideraciones a realizar serdn
practicamente las mismas que en cualquier caso de analisis elasto-plastico en concentradores
de tesidn, pero con ciertas particularidades

Los parametros a considerar para decidir los tipos de elemente mas convenientes para
estas aplicaciones son los usuales, teniendo en cuenta los gradientes de tension y deformacién
que se produciran. Lo mds frecuente es emplear elementos con deformacién constante,
aunque ello exige un nimero mayor de ellos. En la Figura 3 se muestran tres ejemnplos

5

de discretizacidn: uno (Figura 3a.) de un caso axi-simétrico con elementos constantes®

7

94



METODOS NUMERICOS EN FATIGA

otro (Figura 3b), una probeta ”compact” con elementos triangulares lineales (los cuadrados
representan grupos de cuatro tridngulos)”; y el tercero (Figura 3c¢), una placa con un agujero
en el centro, discretizada con elementos isoparamétricos de 8 nodos®. Dada la relacién entre
deformaciones y nimero de ciclos de vida de iniciacidn, la precisién en los calculos puede
ser importante, ya que un 10% de error en las deformaciones calculadas puede representar
un 100% de error en la vida.

RERARARR RN T T T
T 1 R
A B
: el
\ - x
\ T
] | o |

, r o
r R
] | Fog
e
l
i
I iy g o
F———d— | /A

) R R gy oV

e e SvA

B e e S K

C
(b) (c)
Figura 3. Ejemplos de discretizacién

El método de cdleulo debe ser incremental paso a paso, ya que las deformaciones
en cualquier instante dependeran de la historia de carga, ademds de la aplicada en cada
momento.  En metales suele considerarse una superficie de fluencia de von Mises, con
endurecimiento cinematico de acuerdo con el modelo de Prager-Ziegler. Este endurecimiento
permite la simulacién del efecto Bauschinger y aproxima con bastante fidelidad la variacién
de tensiones y deformaciones del material en comportamiento estable, ante cargas repetidas
de igual magnitud.

Dado el tipo de carga, como ley de comportamiento debera considerarse la curva ciclica
o —¢e. Esta, dependiendo del maternial, puede ser muy distinta o parecida a la del ensayo
estatico (Figura 4). Se puede definir como el lugar geométrico de los picos de los lazos de
histéresis producidos en el material durante la aplicacién de grupos de ciclos de carga de
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distinta amplitud a probetas lisas®. A partir de ella puede representarse la ecuacidén de las
ramas de los lazos de histéresis y, con clerta aproximacion, el comportamiento ante cargas
de variacidn irregular.

En realidad, el comportamiento del material no suele ser estable desde el principio del

proceso de carga. Cuando una probeta de material metélico se somete a un proceso de carga
repetida de determinada magnitud, el nivel de los merementos de deformacidn va variando,

bien sea disminuyendo o aumentando, con el ndmero de ciclos (Figura 5). Después de un
numero determinado de ellos, el comportamiento tiende a ser estable, pudiéndose representar

medlante la curva antes mencionada.
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Figura 4. Curvas & — £ para los aceros: (a) RQC-100"; y (b} 2 1/4 -1 Mo®

Este proceso de variacidn del nivel de deformaciones para un nivel constante de la
amplitud de las tensiones es lo que se denomina endurecimiento o ablandamiento ciclico,
ivamente. El ndmero
P
Normalmente es necesaric un numero no mayor del 10% del necesario para que finalice el

dependiendo de que las deformaciones disminuy

de ¢iclos ne canzar la estabilizacion del comportamiento depende del material,

sarios para

periodo de iniciacidn, aunque a veces es necesario el 50%. Otras, nunca llega a estabilizarse
el comportamiento.

El empleo de la curva ciclica unplica considerar comportamiente estable desde el
principio. Cuando la carga es de amplitud constante, los errores introducidos por esta
suposicién suelen ser pequenos. Sdlo si la estabilizacidn tarda en producirse, éstos pueden
alcanzar clerta unportancia.

Si, ademas de ser constante la amplitud, los ciclos son simétricos, la aplicacidn del
método de forma general sdlo exigira la solucidn del problema elasto-pldstico de la carga
inicial desde cero, considerando una relacion o — ¢ del tipo:

e o

5€+5P“ET(}{~;} (2)

que es la ecuacién de la curva de comnportamiento ciclico. Una vez aslcanzado el mdximo del
primer ciclo, se sigue el proceso, pero con incrementos negativos de la carga y cambiando
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Figura 5. Ejemplos de endurecimiento (a) y ablandamiento (b) ciclico.

la ley de comportamiento. Esta debe ser la que simula las ramas de los lazos de histéresis,
que en carga dard valores positivos de Ae y de Ao, y en descarga, como es este caso, seran
negativos. La ecuacidén que representa este comportamiento es:

Ae Ao Ao ™
7“2 T gy ®)

Donde Ae e Ac son los incrementos producidos desde el punto de variacidn del signo de la
carga. El proceso deberd seguirse varios ciclos con la misma relacién Ao — Ae, hasta que
pueda considerarse estabilizado el comportamiento en cada ciclo.

Obtenidos los valores de las deformaciones producidas, sélo habra que determinar en la
curva Ae — 2N del material la vida de nucleacién. El tiempo necesario para la obtencién
de las deformaciones es equivalente al de solucidn de un nimero de casos de andlisis elasto-
plastico igual al nimero de semiciclos que deben resolverse hasta la practica estabilizacién
del proceso.

Si los ciclos no son de tensién media nula, es importante la eleccidén de la ley de
comportamiento para la primera carga. De ella va a depender el valor de las tensiones
locales medias obtenidas, que influyen en el valor de la vida de nucleacién calculada,
especialmente cuando el nivel de deformaciones es bajo. Un problema adicional que se
presenta en estos casos es la simulacidén de la relajacién de la tensiéon media con el nimero
de ciclos. Normalmente, si las deformaciones son importantes se desprecia el efecto de esta
tensién media, ya que al cabo de pocos ciclos se habra relajado en las zonas con mayor
nivel de deformaciones, que son las importantes a efecto de fatiga. Tampoco se considera
la redistribucién de tensiones que se producird por esta relajacién, que normalmente serd
despreciable. Si las deformaciones son pequefas, se suele asumir que no hay relajacién
durante los ciclos de carga, lo que es desfavorable a efectos de fatiga.
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Cuando las cargas varian de forma irregular, esto es, cuando cada ciclo puede ser
distinto del anterior, se presentan algunos problemas adicionales. Uno de ellos es que la
relacion Ao — Ae nunca llega a ser estable. Dada ia practica imposibilidad de determinar la
evolucidn exacta de la relacién indicada al cargar un sistema irregularmente, se considera que
el material sigue la misma ley que en caso de comportamiento estable. Otro inconveniente,
mas importante, es que la unica forma de simular la evolucién de las deformaciones
es reproduciendo ciclo a ciclo la variacién de éstas. Ello, con los medios disponibles
actualmente, lleva a unos tiempos de céalculo prohibitivos, siempre que el nimero de ciclos
sea superior a un nimero reducido.

Por ello, en casos de carga de variacidn irregular, se emplean otros procedimientos mas
rapidos, basados en modelos simplificados. Unos hacen uso del MEF y otros de distintos
métodos mas simples. Entre las hipotesis simplificativas basicas de que hacen uso estos
procedimientos, pueden incluirse:

Ademads de asumir comportamiento estable, se considera que éste, en estados de tensién
bi o tridimensionales, es similar al de casos monodimensionales.

~ Se supone que en cualquier punto, la direccién de los planos principales va a ser
constante, cuando en realidad, incluso con cargas cuya direccién no cambia, los planos
principales sufren un giro al modificarse el mddulo de Poisson como consecuencia de la
deformacién plastica.
Tambicn se considera que todos los puutos, durante la carga y descarga, van a seguir
el misimo lazo de histéresis, alcanzando distintos valores de Ao e Ae, dependiendo del
nivel de tensiones.
Si

nivel previo, la evolucién del estado del material se representa por un ciclo de histéresis

durante un semiciclo, se produce una descarga menor y posterior carga hasta el

pequernio, cerrado en el punto de cambio de sentido inicial de la carga (puntos de y f
de la Figura 6). También se supone que existe un efecto de memoria del mismo tipo
que el comprobado experimentalmente en casos monodimensionales. De esta forma, al
volver el ciclo anterior al punto f, la pendiente de la curva de comportamiento cambia,
y vuelve a tomar el valor que tenia antes de llegar al punto d.

0
~

Figura 6. Efecto de memoria en el comportamiento



METODOS NUMERICOS EN FATIGA

El primer paso para la solucién del problema mediante los métodos simplificados
mencionados es la obtencién de una curva de tarado P — ¢ que permita convertir el registro
de cargas producidas en otro de deformaciones. En ella se representan los valores de las
deformaciones obtenidas en comportamiento estable, para distintos niveles de carga de
amplitud constante.

Puede hacerse experimentalmente, midiendo las deformaciones durante ensayos de carga
ciclica de amplitud constante, o mediante el MEF, empleando la curva de comportamiento
ciclico.  En este ultimo caso, puede determinarse bien sea la deformacién principal o
tangencial maxima o una deformacién cfectiva para cada nivel de carga.
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Figura 7. Ejemplos de curvas P — €.
(a) Acero Cromo-Molibdeno™.
(b) Acero RQC 100°.

Otras aproximaciones usadas para obtener esta curva son: la regla de Neuber'?; o la
propuesta por Molski y Glinka'®. Para cada geometria, llegan a relaciones simples entre ;e P
en el punto objeto de estudio que, junto con la ley de comportamiento, permiten predecir los
niveles de deformacién producidos. La solucidn de estas ecuaciones debe hacerse por métodos
numéricos, pero no reviste ninguna dificultad especial. En la Figura 7 se muestran algunos
ejemplos de curvas P — ¢ para dos materiales cuyas leyes de comportamiento corresponden
a las de la Figura 4.

La conversién de la historia de carga en otra de deformacién (Figura 8) se realiza
mediante algin algoritmo que reproduzca los ciclos de histéresis teniendo en cuenta el efecto
de memoria'®*. Los més usuales dividen la curva en un nimero suficiente de tramos rectos y.
a medida que van haciendo uso de ellos en carga o descarga, les asigna un identificador que



IV - Fractura por Fatiga

a
Carga P Inver;ia’o 2:—-}'
B I
s =R (SR i —
D‘& E S % +u.;-@ +|+;@ ﬁ<_:’-:_‘-’ -]
¥ ? *u(; e Tension @
Y A
£5,, Wf € E ?E
elp € 3
3 ‘! B f \ F
A9
2/ § F NN
= . a
5;% o \Q§:
Sk,
3 S B
4 p

Figura 8. Transformacién de una historia de carga en otra de deformacién y
tensidn

permite saber el sentido de la carga en que han sido empleados la dGltima vez. En el caso
de la Figura 8, el identificador se asigna a través de la “availability matrix”'®. En cualquier
instante se aplicara el tramo de mayor pendiente de los que la dltima vez se emplearon con
carga en sentido contrario. Al mismo tiempo que se obtiene la historia de deformaciones,

la ecuacidn (3) de la ley de comportamiento permitird conocer los valores de las tensiones
medias de cada ciclo de histéresis,

Registro Registros Criterio Vida a
Curva E(t)

PlL) €y 0t de dafo fatiga

Curva Curva

P-£ r-€

Figura 9. Proceso de cdlculo de la vida en iniciacién con cargas de amplitud
variable

Para determinar la vida en nucleacién, solo habra que determinar N en las curvas de
Manson-Coffin —ecuacidn (1) o Figura 1-— cada vez que se cierre un ciclo de histéresis, y
aplicar algin criterio de dafio acumulado. Normalmente se emplea el lineal o de Miner, que
puede expresarse:
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Ny 1
D= Zi:l—ﬁ; (4)
siendo el nimero de ciclos para el fallo (Ny) el valor de ¢ para el que D se hace igual a la
unidad. N; es el valor de N en la ecuacién (1), correspondiente a la deformacién del ciclo 1.
En general estos procedimientos simplificados pueden esquematizarse como se hace en
la Figura 9. Resuelto el cdlculo de la relacién P — g, la simulacién de toda la historia de

deformaciones y tensiones es muy rapida, ya que cada fase es una simulacién muy simple o
la solucién de una o dos ecuaciones implicitas.

3. PROPAGACION

El crecimiento de grietas por fatiga es consecuencia directa de la deformacién plastica
ciclica que se produce en el borde de éstas. Existen numerosos modelos que tratan
de explicar el proceso de crecimiento'®. Excepto en algunos casos de materiales o
condiciones ambientales especificas, todos coinciden en resposabilizar de este crecimiento
a los deslizamientos producidos en determinados planos que confluyen en el borde.

Cuando se cumplen los requisitos de la mecdanica de la fractura eldstica lineal (MFEL),
el parametro basico para caracterizar el comportamiento del borde de la grieta es K. Aunque
éste es con diferencia el mds importante, también deben considerarse otros que, de una forma
u otra, afectan al estado de tensiones y deformaciones y a la velocidad de crecimiento en cada
material. Entre ellos se incluyen: el coeficiente de asimetria de los ciclos (R); el espesor (t);
la temperatura (T); la tensién nominal méaxima (Smax); v el ambiente. Cuando la (MFEL)
no es aplicable se han propuesto varios parametros basicos, sin que por el momento exista
uno que prevalezca sobre el resto.

Las variables indicadas permiten el estudio de la velocidad de propagacién de una
grieta ante cargas variables de amplitud constante. Sila amplitud varia, la historia de carga
condiciona el comportamiento del borde de la grieta, y los parametros mencionados no son
suficientes para predecir el comportamiento, y por tanto, la velocidad de crecimiento.

Aunque AK tiene gran influencia sobre la velocidad de crecimiento, es mas clara y
directa la relacién existente entre dicha velocidad e AK,.¢. Este dltimo parametro se define
como la diferencia entre el valor maximo de K, y aquel a partir del cual la grieta esta
completamente abierta durante el proceso de carga’™:

Kej - Kmaz - Kop (5)

El valor de K,p depende de las tensiones residuales generadas por la acumulacién de
deformaciones plasticas en las proximidades del borde de la grieta, y de las deformaciones
residuales de traccidén de las caras de la misma, producidas al paso de su frente. Estos
alargamientos son el resultado de haber formado parte de la zona pldstica del borde, cuya
deformacién residual es de traccién, unido al proceso de crecimiento, que ocurre durante el
semiciclo de carga (Figura 10). Ello hace que en la descarga, durante los ciclos de fatiga, las
caras de la grieta entren en contacto antes de llegarse a la tensién nominal nula. El valor de
la tensién en ese instante es la tensién de cierre de la grieta (S¢). Sila descarga continta.
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las superficies en contacto se veran sometidas a tensiones de compresién. Al aumentar la
carga después del minimo, las caras comenzaran a descargarse, hasta el momento en que el
ultimo punto alcance la tensidn cero. La carga correspondiente a ese punto es la que produce
el valor de K,p y, la tensién nominal el de la tensién de apertura (Sop).

Se ha comprobado que la ley de crecimiento en cada material puede expresarse en la
forma:

da
dN

Empleando AK,y en vez de AK, ésta puede reducirse a:

= f(AK, R, t, T, ambiente) (6)

d
E]% = g(AK.;, T, ambiente) (7

Zona con
bes. Residual

Y

L ZOnat
. pudstica Borde de
— Grieta

U —

Tensiones
Residuales

Figura 10. Zona plastica, zona con deformacién residual en las superficies y
tensiones residuales sin carga

El probleina que se presenta es la determinacidon de AK,.y que, excepto en casos muy
simples para los que existen férmulas empiricas, debe hacerse por métodos numéricos.
Antes de considerar los métodos empleados y sus particularidades, es conveniente analizar
brevemente el proceso sufrido por el material al paso del frente de la grieta.

on la Figura 11 se muestra esquematicamente la distribucién de tensiones en las
proximidades de una grieta emanando de un taladro de radio C. Se representan los valores
correspondientes a tres niveles de un ciclo simétrico de carga: maximo; medio —carga nula—;
y minimo.

Pueden distinguirse cuatro zonas distintas por las que ird pasando un punto del material
al ir avanzando la grieta:

La primera, a la derecha del borde, alejada de éste, donde el comportamiento del
material es elastico.
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Figura 11. Distribucién de tensiones en las proximidades del borde con tres
niveles de carga®

Otra, més cercana al borde, donde el material llega al limite eldstico y sufre
endurecimiento por deformacién en traccién pero no alcanza el limite de fluencia en
compresién. La ley de comportamiento en esta zona serda la del ensayo estético, siendo
elastica todo el ciclo, excepto en las proximidades del maximo. Al haberse producido
previamente un incremento Jde longitud de la grieta y por tanto haberse acercado el punto al
borde, poco antes de alcanzarse el maximo de carga se producira una nueva fluencia plastica
de traccién. Esta regidn es la parte de la zona plastica mas alejada del borde.

La tercera zona es la mds proxima al borde de la grieta, en la que se produce fluencia
tanto en traccidn como en compresién. Es la denominada zona plastica ciclica. En cuanto
al comportamiento, pueden hacerse dos diferencias mas respecto a la anterior; el material
seguird una ley préxima a la de comportamiento ciclico, en vez de a la del ensayo estatico;
ademas, debido a la fluencia ciclica se produce una relajacién del material en esta zona.

Por dltimo, la zona de las caras de la grieta, donde permanecen unas deformaciones
plasticas de traccién que generan tensiones de compresién cuando K es menor que K,p. El
valor de las deformaciones residuales en cada punto de esta zona dependera de la historia
de cargas producida mientras que formaba parte de la zona plistica y de las compresiones
producidas una vez alcanzada la superficie de la grieta.

Para determinar Ko, y AK.s es necesario conocer la historia de deformaciones sufrida
por el material. A la vista de la complejidad del comportamiento y de las distribuciones
de tensiones y deformaciones producidas puede deducirse que, actualmente, la tinica forma
de determinar Ko, es mediante simulacién, con la ayuda de algin método numérico que
permita determinar la evolucién de las tensiones y deformaciones. Entre ellos cabe destacar
el MEF, que ha producido los mejores resultados, y otros métodos simplificados, entre los
que sobresale el de Newman'®. Estos ultimos son actualmente los \inicos que permiten la
simulacién de un alto nimero de ciclos.
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En la Figura 12 se representa un esquema de los pasos seguidos para la simulacién de
un caso genérico de carga de amplitud variable en el que es aplicable la MFEL. Lo primero
serd la lectura de los datos de caracteristicas del material y geometria, y la modelizacién de
la misma, especialmente la zona de la grieta. A continuacién, se procede ciclo a ciclo de la
forma sigulente:

a. Lectura de las cargas maximas y minimas del ciclo correspondiente y determinacidn de
los valores de Kouae v Kmin asociados. Puede hacerse numéricamente u obtenerse a
partir de tablas o expresiones simples, en funcién de la geometria y carga.

b. Siel ciclo noes el primero, obtencién de K,p y caleulo del incremento de longitud da/dN
correspondiente al valor de AK,y obtenido previamente. K,, puede determinarse por
algin procedimiento numérico, aumentando paso a paso la carga para detectar el punto
en que las caras emplezan a separarse. Existen varias formulas empiricas que permiten
aproximar Koy, pero con un coste en precisién.

Lectura de Simulacion Simulacidon

de la carga

Smax Kmax del increm. Descarga
\\ /’ “7""Kop de longitud hasta
Sming, > Smin Kmin
H-l N .
por rotura Smin,,

Calculo de Calculo de
Kmax y Kmin da/dN y Kop de enlaces

Figura 12.  Simulacién de un ciclo de crecimiento

c. Aumento de la carga hasta el valor maximo y simulacién del crecimiento. Esto tltimo
se consigue haciendo avanzar el frente de la grieta y modificando el estado de tensiones
y deformaciones, como consecuencia de la separacién de las superficies.

d. Descarga hasta el valor minimo, teniendo en cuenta las variaciones de geometria por
cambio de las dimensiones de la zona de contacto. Con ello se completa el ciclo y puede
comenzarse otro nuevo, volviendo al punto a.

4, SIMULACION DE LA PROPAGACION MEDIANTE EL MEF

El método de los elementos finitos se ha emplado en el estudio del crecimiento de
grietas por fatiga con diversos objetivos. Uno de ellos es dnicamente el conocimiento de los
parametros cldsicos de la mecénica de la fractura, como son K, J, CTOD, etc., que permiten
caracterizar el estado de la grieta. En el proceso descrito previamente seria aplicable para la
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obtencion de Kpmae Y Kmin. Su aplicacién es idéntica a cualquier caso estitico de mecanica
de la fractura.

Otro posible objetivo del MEF es la simulacién del modelo de crecimiento, considerando
una escala un orden de magnitud superior a la utilizada en la MFEL'®*°. La escala permite
considerar distintos granos en el material y diferentes bandas de deslizamiento en el borde.
Con ello se pretende simular el fendmeno real de deformacidn y deslizamiento que se produce
durante cada paso del proceso de crecimiento.

El tercer tipo de aplicacién es la simulacidén de la evolucidén de las tensiones y
deformaciones en el borde y en la superficie de la grieta, considerando un medio homogéneo.
Teniendo en cuenta que el fin de este analisis es la determinaciéon de la velocidad de
crecimiento, el resultado suele expresarse mostrando la evolucién de S,.

Tanto en el caso del segundo como del tercer objetivo, hay que resolver el problema
incrementalmente, paso a paso, y hacer una serie de hipdtesis de comportamiento del
material. La mayoria de los estudios realizados hasta la fecha hacen préacticamente
las mismas que se han indicado para el andlisis de los concentradores: superficie de
fluencia de von Mises y endurecimiento cinemadtico con el modelo de Prager-Ziegler®'—2°

24,25

o comportamiento elastico-perfectamente plastico®*?*. En general, la aplicacién del MEF es
similar a la de un caso elasto-pldstico, aunque deben considerarse varias peculiaridades, que

se describen brevemente a continuacién.

4.1. Cambio de geometria por crecimiento de la grieta

Si se pretende representar el crecimiento a nivel de cada grano, el modelo de crecimiento
y la discretizaciéon deberdan permitir modelar de alguna forma la rotura de los enlaces
y las bandas de deslizamiento®®?'. Habra que distinguir cada grano del material. Las
lineas y bandas de deslizamiento del frente de grieta se corresponderan con contornos de
elementos del mallado, de forma que puedan permitirse movimientos discretos de unos
respecto a otros. Deberd haber tantos contornos de elementos como lineas de deslizamiento
se pretendan representar, lo que exigird normalmente un gran nimero de ellos. Ademas,
debera discretizarse a este nivel toda la zona por la que se va a hacer pasar el frente de la
grieta.

Este tipo de representacién detallada exige un gran nimero de grados de libertad. En
cada ciclo se producira un incremento de longitud de grieta normalmente menor de una
micra. Considerando que con carga de amplitud constante S, no se estabiliza hasta que
el crecimiento ha sido de algunos milimetros, serd necesario simular varios miles de ciclos.
La necesidad de resolver incrementalmente cada ciclo y el nimero de grado de libertad
necesarios, generan unos tiempos de calculo que hacen impensable la determinacién de Sop
0 S, con este tipo de modelos.

Como alternativa se modela el crecimiento considerando el material como un medio
homogéneo y produciendo incrementos de longitud bastante mayores, aunque atin pequeios,
comparados con el tamaiio de zona plastica. El problema que se presenta es reproducir las
deformaciones reales ocurridas en cada punto al pasar por sus proximidades el frente de la
grieta. Para determinar estas deformaciones se cambia la geometria del modelo, haciendo
que la grieta aumente su longitud en un instante determinado durante el semiciclo de carga.
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Asi, se formaran nuevas superficies libres en puntos deformados plasticamente en traccién,
manteniendo cierta deformaciéon residual una vez pasado el frente. Numéricamente puede
conseguirse este efecto de dos formas distintas.

1)

Haciendo que dos elementos de la malla, pertenecientes al borde, se separen por un nodo
cuando la carga alcanza un porcentaje determinado del maximo en el ciclo. Ello exige
la discretizacidn previa del modelo haciendo coincidir la linea por donde va a crecer la
grieta con lineas de unién entre elementos. Cada par de nodos se separard al llegar a
ellos la grieta, entrando a formar parte de las superficies de ésta.

La condicidn de que los nodos estén unidos antes de llegar el frente puede imponerse
por dos procedimientos:

- Incluyendo ecuaciones de restriccidn, que se haran desaparecer al separarse.
-~ Uniendo los nodos mediante un elemento elastico de gran rigidez comparada a las
de los elementos, que habrd que hacer nula para permitir la separacién.

Ambas soluciones implican la modificacién de la matriz de rigidez cada incremento
de longitud. Normalmente se prefiere la segunda solucién a la primera por ser mas
facil de implementar y exigir menor tiempo de célculo de la nueva matriz de rigidez.
Especialmente cuando sélo se discretiza media grieta, en cuyo caso los elementos
eldsticos seran de unidn al contorno fijo, y sélo participaran en la diagonal de la matriz
de rigidez del sistema.

La reproduccién del crecimiento consta de los pasos siguientes (Figura 13).

a. Aplicacion de la carga hasta el valor méximo, u otro definido.

b. Variacién de la matriz de rigidez, haciendo nulo el valor correspondiente al elemento
elastico entre los nodos a separar. Al mismo tiempo, deben incluirse en los nudos
separados dos fuerzas iguales a las de cohesidn eliminadas.
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Figura 13. Separacién de elementos para permitir el crecimiento. FElementos
eldsticos con rigidez variable

¢.  Relajacién de las cargas aplicadas en lugar de las de cohesién. Dado el cardcter
no lineal del problema, esta relajacién deberd hacerse aplicando incrementalmente
unas fuerzas iguales y de sentido contrario a las que se quieren relajar.
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d. Continuacién del proceso de carga con la nueva geometria. Aumentando ésta hasta
el maximo, si no se habia alcanzado o comenzando el semiciclo de descarga.

Esta forma de simulacién del crecimiento tiene un inconveniente fundamental. El
minimo incremento de longitud de grieta posible es igual a la distancia entre nodos
del modelo. Para reproducir el estado del material en las proximidades del frente no
es necesario llegar a incrementos como los reales, pero deben ser pequefios comparados
con el tamafio de la zona plastica. Por ello, exige una discretizacién muy fina en la zona
por donde se va a producir el crecimiento. El nimero de grados de libertad necesarios
serd muy grande, aumentando a medida que crece el incremento de longitud total a
simmular. Como muestra pueden indicarse los trabajos de Fleck®® y Lalor et al*. El
primero, para calcular S, durante un incremento de longitud de la grieta del 2% del
ancho del espécimen, necesité elementos menores del 5% del incremento total deseado,
y un numero de grados de libertad igual a 2114. El segundo, para simular el crecimiento
a partir de una entalla tuvo que usar elementos de 28pm de lado.

La necesidad de una discretizaciéon muy fina, por imperativos de la simulacién del
crecimiento, permite el uso de elementos de deformacién constante sin que aparezcan
problemas de precisién en las tensiones o deformaciones en el borde.

Otro método de simulacion del crecimiento es el propuesto por Nakagaki y Atluri®.
Empleando elementos singulares®, con forma de sector circular o trapezoidales, de 8
nodos, proponen representar el crecimiento mediante modificacién de la geometria por
desplazamiento del borde de la grieta. El método es algo mas complejo, pero tiene dos
ventajas: permite el uso de discretizaciones mas groseras; y no existe restriccién en
el tamafio minimo del incremento de longitud de grieta. El proceso a seguir para la
simulacidn es igual al descrito previamente, excepto el punto b, que se hara de la forma
siguiente (Figura 14):

b’.  Desplazamiento de la malla en la zona del borde una cantidad igual al incremento

de longitud a repreducir. Ello implica una modificacién de la geometria y, por
tanto, de la matriz de rigidez. Sélo se desplazaran los elementos préximos al borde
de la grieta, manteniéndose inmodviles y sin variar su dimensién los que estan més
distantes. Asi, la matriz de rigidez sélo variard en los términos asociados a los
pocos elementos modificados.
Los valores caracteristicos del estado e historia de tensiones y deformaciones en los
puntos de la nueva geometria se obtendran mediante interpolacidén entre los de la
geometria anterior. Las tensiones existentes anteriormente en la zona de la nueva
superficie de grieta se distribuirdn entre los nuevos nodos préximos, manteniéndose
el equilibrio.

El uso de elementos singulares permite obtener el mismo orden de aproximacién con

una discretizacién mas grosera. Ademds, mientras que con el procedimiento anterior
hay que discretizar finamente toda la zona por la que va a moverse el frente, con este
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Figura 14. Desplazamiento de la malla en el borde.

método no hay que prestar especial atencidén a esta zona. Los elementos especiales se
desplazan con el frente de la grieta y el resto de los elementos nunca participa en la
simulacién del estado del borde. Ello hace disminuir bastante el nimero de ecuaciones
y el tiempo total de cdlculo.

Como inconveniente de este método cabe decir que el paso b, correspondiente a la
representacién del incremento de longitud de la grieta, es bastante més lento y complejo.
Las interpolaciones a realizar y la obtencién de las matrices de rigidez de los nuevos
elementos implican una programacion mas complicada y, sobre todo, mayor tiempo de
calculo. Ademds, el nimero de elementos a modificar en la matriz de rigidez global es
mayor.

Una ventaja importante, apuntada previamente, es la posibilidad simular cualquier
valor de incremento de longitud de la grieta. Con ello se pueden adaptar mejor los
Incrementos a los valores maximos permitidos, en funcién de las amplitudes de la carga.
Esto permitird usar la misma discretizacién con distintos niveles de carga, sin variar el
nivel de precisién. Con carga de amplitud variable sera posible conseguir el aumento
de longitud total deseado con menor nimero de incrementos, con el consiguiente ahorro
de tiempo.

4.2. Necesidad de disminuir el tiempo de CPU

El caracter incremental iterativo del método hace que el sistema de ecuaciones deba ser
resuelto en cada iteracidén e incremento de carga, adaptando la matriz de rigidez en funciéon
de los resultados de cada paso. Los términos de esta matriz a modificar alguna vez son
aquellos que en algiin momento del proceso so llegan a plastificar. Los asociados a zonas
que permanecen en régimen eldstico no cambiaran en todo el proceso de crecimiento. Por
ejemplo, en un sistema como el de la Figura 15, la zona A sufrird plastificacién durante el
crecimiento, mientras que la B se mantendra en régimen elastico.

Para reducir el tiempo de céalculo en cada paso del proceso iterativo, se recurre a la
condensacidn de los grados de libertad del interior de la zona eldstica que, asi , intervendran
inicamente en la solucién de la primera iteracion en el primer incremento de carga. Después.
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Figura 15. Zonas: (A) con deformacién plastica durante el crecimiento; y (B)
con deformacion eldstica.

hecha la condensacién, sélo habrd que resolver el sistema con la matriz resultante de ésta,
con lo que se habra reducido el nimero de ecuaciones y el tiempo de calculo.

El ahorro de tiempo conseguido con la condensacién dependerd de la relacién entre el
nimero de grados de libertad de la zona que sélo sufre deformaciones eldsticas y el total
de ellos. Este ahorro es especialmente significativo cuando se representa el crecimiento
desplazando los elementos del borde, ya que los que plastifican son siempre los mismos. Sélo
habrd que dejar sin condensar éstos y los asociados a elementos que varian su forma como
consecuencia de los desplazamientos.

4.3. Control del cierre de grieta y consideracidn del contacto

Si se considera como punto de partida el instante en que se ha producido la carga
maxima, a continuacién comenzara a disminuir ésta y a acercarse las superficies. Como la
solucién de cada ciclo debe hacerse paso a paso, no es dificil detectar el instante en que el
primer punto de una superficie entra en contacto o se cruza con otro de la cara opuesta.
I2n el instante en que se detecta debe detenerse el proceso de descarga. Si los puntos se
han cruzado, mediante interpolacién puede conocerse el valor de la tensién nominal a la que
entraron en contacto (Ser).

Detenido el proceso de carga, si los puntos se han cruzado, habra que aplicar una carga
nodal, paso a paso, o imponer movimicntos a estos hasta que coincidan. A partir de ese
momento se impedird el movimiento perpendicular a la superficie mientras que las tensiones
sean de compresion. El proceso anterior implica la modificacion de la matriz de rigidez cada
vez que dos nodos llegan a coincidir, igual que ocurre con cualquier problema de contacto.

Impedido el movimiento del nodo correspondiente, se proseguira a la descarga hasta que
se detecte un nuevo contacto, volviéndose a repetir el proceso anterior. Y asi |, sucesivamente,
hasta alcanzar la carga minima del ciclo.

Desde el minimo se comenzara a aumentar la carga, controlando el instante en que
la tension en algin nodo de la superficie comienza a ser positiva. En ese instante debe
permitirse de nuevo la separacién de dicho nodo, eliminando las restricciones impuestas
previamente. Il proceso vuelve a implicar, como en el cierre, una modificacién de la matriz
de rigidez cada vez que se modifican las restricciones. La tensién nominal en el instante en
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que se produce la separacién de los ultimos puntos en contacto de la superficie es S,p.

Normalmente se usan dos procedimientos diferentes para imponer las condiciones de
desplazamiento en las superficies de la grieta. Uno es, mediante ecuaciones de restriccidn,
forzando a la igualdad de movimientos de los puntos en contacto en direccidn perpendicular a
la superficie, y eliminando dicha restriccidn en el momento que el nudo en cuestién comienza
a estar somentido a traccidn. Otro es, incluyendo elementos elasticos entre los nudos que
pueden llegar a contactar y variando su rigidez dependiendo de que estén en traccidon o
compresién. Con fuerzas de traccidn la rigidez debe ser despreciable. Cuando sean de
compresion debe tener un valor muy alto comparado con el resto de los términos. Este
segundo procedimiento permite un control mas facil del contacto, ya que sélo habra que
detectar cambio de signo en las fuerzas sobre los elementos eldsticos o en los desplazamientos
de los puntos de las dos superficies. Con el procedimiento de inclusidén de restricciones de
desplazamiento, el control serd de movimientos cuando los puntos estén separados y de
tensiones cuando se muevan conjuntamente en direccion perpendicular a la superficie de la
grieta.

4.4, El caso tridimensional

Hasta ahora, practicamente todas las aplicaciones del MEF al analisis de las tensiones de
cierve se han hecho para el caso bidimensional. Sin embargo, la realidad del comportamiento

de una grieta muchas veces no obedece a los representados mediante modelos de este

tipo. Como ejemplo puede mencionarse una grieta semieliptica, originada en el centro de
una superficie o, mas frecuente adn, una, originada en una esquina. En realidad, todas
lag grietas comienzan siendo de algun tipo dificilmente representable mediante modelos
bidimensionales, pudiendo pasar, después de clerto crecimiento, a una geometria que permite
dicha representacidén. A esto se une el hecho de que, muy frecuentemente, la mayor parte
del periodo de crecimiento se consume mientras que éstas tienen una dimensién pequena y
no pueden aproximarse mediante modelos bidimensionales.

Incluso en casos generalmente aceptados como bidimensionales, se han comprobado
clertos comportamientos de las tensiones de cierre achacables a la realidad tridimensional
de cualquier caso real. Esto parece especialmente significativo cuando los niveles de carga
son proximos al vmbral de crecimiento AKp.

Las circunstancias mencionadas han llevado a la necesidad de modelos més complejos
que los bidimensionales que consideran todo el espesor bajo las mismas condiciones de tensidn
o deformacién plana. En unos casos se pretende representar la evolucidn del estado de
tensiones del matcrial, desde tensién plana en la superficie hasta deformacidn plana en el
centro. Otras veces no se ve otra posibilidad que buscar algin modelo tridimensional, ya
sea de elementos finitos o més simple. En cualquier caso, incluso con. modelos mas simples,
serd necesario el empleo de elementos finitos tridimensionales como patron, para validar los
otros.

En la actualidad se estd comenzando a aplicar el MEF a la determinacion de las tensiones
de cierre en casos tridimensionales. Por ahora, sélo se ha hecho con elementos de deformacidn
constante. En la Figura 16 se muestra el modelo empleado por Newman®® para una grieta
semieliptica. Dado el enorme nmimero de grados de libertad necesarios, el tiempo de cédleulo



METODOS NUMERICOS EN FATIGA

hace impensable su aplicacidén generalizada para algo mas de unos ciclos. Como muestra
puede decirse que el modelo de la figura, de 15435 grados de libertad, necesitd 22 minutos
de CPU por cada ciclo, en un CYBER.
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Figura 16. Modelo tridimensional
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Del nimero de grados de libertad necesarios y del tiempo empleado para resolver un
caso tan simple como el indicado, se desprende la necesidad de otros procedimientos de
reduccién del tiempo de CPU. Por el momento parece lejano el uso generalizado de modelos
tridimensionales para la determinacién de las tensiones de cierre. Si es importante, y se estd
comenzando a hacer, su aplicacién a casos especificos con geometrias sencillas y pocos ciclos
para extrapolar los resultados a otros modelos mas simples.

5. OTROS METODOS PARA LA DETERMINACION DE LA TENSION DE
CIERRE

La lentitud de la simulacidn del crecimiento y del calculo de S, mediante el MEF
limita su aplicacién a un bajo nimero de incrementos de longitud. Con cargas de amplitud
constante o con sdlo varios bloques de diferente amplitud durante toda la vida de un
elemento, S¢ tiende a estabilizarse para cada nivel de carga (Figura 17a). Por tanto, sélo
habra que aplicar el modelo con varios incrementos de longitud por cada nivel considerando
que, una vez estabilizada, S, se mantiene mientras no se cambie el nivel de tensiones o el
coeficiente de asimetria R de los ciclos. Cuando las cargas varian irregularmente, la tensién
de cierre no llega a estabilizarse nunca. En la Figura 17b se muestra un esquema de la
evolucidn de las tensiones de cierre al someter a una probeta a un espectro de carga del

111



IV - Fractura por Fatiga

tipo de los empleados en aeronautica. En este caso, el crecimiento debe simularse cada
ciclo de carga, o al menos cada cierto nimero pequeiio de ciclos®®, durante todo el periodo
de crecimiento. Ello hace prohibitiva la aplicacion del MEF a los supuestos de cargas de
amplitud variable.

Estas dificultades han llevado a la necesidad del empleo de ciertos métodos simplificados
para la determinacién de la evolucién de las tensiones de cierre?*. Unos se basan en
ecuaciones empiricas®®, en las que se representa S,, en funcién de varios parametros de
la carga. Otros emplean aproximaciones analiticas basadas en modelos simples de célculo
de tensiones y movimientos en las proximidades del borde y de las superficies de la grieta®"*?.
El modelo bésico mas empleado es el de Dugdale®®, modificado normalmente para incluir el
efecto del material deformado pldsticamente en la superficie de la grieta. A partir de estas
aproximaciones se han desarrollado algunos métodos numiéricos simples, que permiten la
estimacién rapida de S ante una secuencia determinada de carga.
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Figura 17. Evolucién de Sg: (a) al variar Spqp; (b) con carga aleatoria'®

Entre todos ellos, el de Newman'® es el de mds aceptacién actualmente. Usando el
modelo de Dugdale, se puede determinar el tamafio de la zona pléstica y el desplazamiento
de las superficies de la grieta resolviendo dos problemas eldsticos (Figura 18): uno es una
grieta de longitud a + r, sometida a la tensién nominal correspondiente; y otro, la misma
orieta con unas tensiones o, en el tramo de la superficie correspondiente a la zona plastica.
Donde o4 es una tensién asociada a la de fluencia del material.
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En cualquier caso, este modelo exige el conocimiento de una solucién de K y de los
desplazamientos para la geometria y longitud de grieta objeto de estudio, ante las dos
hipétesis de carga indicadas. Para algunas geometrias se conocen soluciones analiticas. De
no ser asi habra que buscar algin tipo de solucidn aproximada o emplear un método numérico
simple para su obtencidn.

-
0 1 A A O O

RN RN R NN
v

Figura 18. Modelo de Dugdale.

Comparando la grieta real con la ideal del modelo de Dugdale (fig 19), la distancia L(z)
se supone que corresponde al alargamiento total del material situado en la linea vertical
correspondiente a la coordenada z. Le(z) es el alargamiento residual del material en el
borde, una vez que ha pasado el frente de la grieta.
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Figura 19. Zonas eldstica (A) y pldstica (B), con la grieta cerrada (a) y abierta

(b).

El estudio numérico parte de la distincién de dos zonas: una de comportamiento
elastico (A), fuera de la linea de la grieta de Dugdale; y otra, de comportamiento plastico
(B), que corresponde a los alargamientos residuales producidos. Esta dltima zona se
considera dividida en elementos de longitud L y ancho w, que pueden alargarse o acortarse
plasticamente en funcién de las tensiones producidas en cada ciclo. El ancho w puede ser el
mismo para cada elemento o, mejor, variable, siendo menores los mds préximos al borde.

113



1V - Fractura por Fatiga

El proceso completo de cdlculo, para cada incremento de longitud, serad el siguiente

(Figura 20):

A

F.

G.

Aplicacidn de la carga y determinacion del tamafio de zona plastica, haciendo que no
exista singularidad en el punto H al superponer los estados representados en las Figuras
18a y 18b. Esto es, haciendo:

Ki(a) + Kr(b) = 0 (8)

. Discretizacion de la zona B de la Figura 19 en elementos, siendo suficientemente

pequenos aquellos que estan préximos al borde de la grieta (Figura 20a).

s Céleulo de los valores de L como superposicién de la solucidn al problema de la Figura

18a y los n problemas de la Figura 20a, correspondiendo cada uno a un elemento
discretizado.

. Rotura del niimero necesario de elementos de la zona plastica para simular el crecimiento

deseado. Esta se simula haciendo desaparecer la tensidén en la zona de los elementos

rotos (Figura 20b).

Figura 20. Rotura de los elementos del borde de la grieta

. Determinacién de la nueva zona pléastica. Si su limite estd mas préoximo al borde que el

de alguna previamente producida, se mantiene el tamafio correspondiente a la anterior.
Nueva discretizacidén para volver a dividir la zona pldstica en el mismo nimero de
elementos que previamente a la rotura, e interpolacién de los valores de L entre los de
la discretizacidn anterior.

Calculo de los nuevos valores de L para cada elemento, con la carga maxima aplicada.
Esta determinacidn se hace mediante solucidn del sistema de ecuaciones obtenido de la
compatibilidad de movimientos:

S fles) — Ly = Za'j . g(@s, 25) (9)
j=i

Dondel; es la longitud del elemento i, y S.f(%;) es el desplazamiento producido por
la tensién nominal S en el punto z;. El segundo miembro representa la suma de los
desplazamientos producidos en el punto i por las tensiones o a que estan sometidos
todos los elementos, incluyendo el i. g(;, ;) es, el desplazamiento en el punto z;,
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producido por una tensién unidad en el elemento j.
El sistema de ecuaciones estara sometido a unas restricciones:

;i = —0, para  0; < —0, (10)

oy = O, para Uj > 0, (11)

o; = —0, para g; < —0, (12)

oj =0 para o;i >0 (13)

en la superficie de la grieta.
En los elementos en que j tenga que someterse a alguna de las restricciones indicadas, se
producird la fluencia o la separacién entre los bordes. Por ello, la incégnita en la ecuacidén
correspondiente del sistema serd L;. En los casos de separacién, L; representard la
longitud del elemento mas la distancia entre las superficies. Silas restricciones anteriores
no se producen, la incdgnita sera o;, manteniendo L; el valor que tenia previamente.
H. Aplicacién de la carga minima y nueva solucién de la ecuacién anterior, para determinar
los desplazamientos pldsticos residuales (I;). En esta etapa se producird fluencia de
compresion en la zona plastica ciclica y puede que en algin elemento de la superficie.
I Calculo de la tension de apertura de la grieta (So,). Puede definirse como la minima
tensién para la que todos los puntos de la superficie sufren unos desplazamientos iguales
o mayores a los producidos por una carga en la la superficie igual a las presiones de
contacto™. Con esa tensidn se produce la separacién del iltimo par de puntos.

Terminado el ciclo de carga, se estd en condiciones de caleular el crecimiento en un
nuevo ciclo, comenzando por la determinacion del tamano de la zona plastica, en la forma
realizada en el punto E. Posteriormente se modificara la discretizacion como se hizo en el
punto F, y se pasara al punto C, para repetir todos los pasos hasta el punto I.

En todo el proceso indicado, se han hecho varias simplificaciones, ademas de las
propias del modelo de Dugdale. Una es la consideracién de comportamiento rigido-
perfectamente plastico en la zona discretizada del material. También puede emplearse un
modelo con endurecimiento por deformacion. En ese caso serd necesario el calculo por algin
procedimiento de la deformacion maxima en el borde, lo que permitirda la deduccién de
una tensién en dicho punto. Igualmente, serd necesaria la consideracién de alguna forma
de distribucion de las deformaciones en la zona plastica, con objeto de determinar la de
tensiones, o suponer directamente una distribucion de tensiones,

Suponer comportamiento rigido durante el régimen elastico es razonable, ya que en el
resto del material del espécimen se esta considerando comportamiento elastico, y la longitud
de los elementos discretizados es despreciable.

Otra simplificacién realizada es la suposicién de estado monodimensional de tensiones
en todos los elementos en que se ha discretizado la zona B de la Figura 19. Con objeto
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de poder considerar estados bidimensionales de tension, deformacion plana, o intermedios,
puede modificarse la tensién de fluencia mediante un pardmetro multiplicador «, que varia
entre 1, para tensién planay 3 para deformacién plana. En situaciones intermedias puede
considerarse un valor entre estos dos. Este coeficiente deberd ser distinto en traccién que
en compresion va que la singularidad, con un gran gradiente de tensidn, ocurre en el primer
caso, pero no en el segundo. Asi | con niveles bajos y medios de tensién, a serd préxima a
3 en traccidon y a 1 en compresion. Estas modificaciones de la tensidon de fluencia deberan
hacerse tanto en el caleulo del tamaho de zona plastica como en el sistema de ecuaciones (9)
v las restricciones.

£l modelo descrito es encrmemente mas rapido que cualquiera de los existentes de
elementos finites. El tiempo de CPU necesario para cada ciclo de crecimiento es del orden de
un segundo en un VAX 780, empleando un maximo de 35 elementos para la discretizacidn:
diez en la zona pldstica v 25 en la superficie de la grieta. Un incremento del numero
de elementos producird una mejora en los resultados, que serda despreciable a partir de
determinado nimero. Como ejemplo, puede decirse que doblando el nimero de elementos
respecto al indicado, en una placa con grieta central sometida a tensién uniforme (CCT)
sélo se produjo una variacion del 1% en los resultados.

Los tiempos necesarios para la aphcacién del modelo de Newman permiten simular el
crecimiento, cualquier nimero de ciclos. En la Figura 21 se muestran los resultados de la
evolucidn de S, después de una scbrecarga, en una probeta CCT de aleacidn de aluminio
T091-TTEGY, sometida a unas tensiones de 57 Mpa, con un coeficiente de asimetria del ciclo
=01

6. CONCLUSIONNES

Clomo resumen, puede decivse que un problema [undamental en {atiga es Ia
determinacién de la evolucidn de las tensiones y deformaciones en determinados puntos,
durante los ciclos de carga a que estd sometido un sistema.

En determinados casos es posible la aproximacidén analitica al problema pero,
geveralmente, debe hacerse numérica o experimentalmente. El MEF es actualmente el
mas exacto de los empleados aunque también el mas lento. Su lentitud hace muy dificil
su uso de forma genérica para un numero alto de ciclos y cualquier historia de variacidn de
la carga. Otro método que comienza a aplicarse es el de los elementos de contorno, que, en
determinados aspectos, parece tendra simiilares posibilidades a las del MEF.

Tanto en iniciacidén como en propagacién de grietas, existen otros miétodos menos
exactos, pero con una velocidad dos o tres ordenes de magnitud mayor, que son los aplicados

generalmente.  Especlalmente en casos de cargas de varlacidn irregular. Aunque se han

propuesto numerosos procedimientos de este tipo para cada fase del proceso de fatiga, dos
o tres de ellos prevalecen sobre el resto, habiéndose indicando algunos de ellos.
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Figura 21.  Evolucién de 5,, después de una sobrecarga
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METODOS NUMERICOS PARA EL ANALISIS DE
LA FISURACION EN MEDIOS AGRESIVOS

M. A. ASTIZ

E.T.S. Ingenieros Aeronduticos
Universidad Politécnica de Madrid

RESUMEN

En el presente trabajo se pasan en revista los distintos modelos de difusidn de hidrégeno
en metales desde los mds elementales, que se basan en la ley de Fick, hasta los mds
elaborados, que incluyen el efecto de las trampas. En cada caso se presentan los métodos
numeéricos que permiten resolver problemas reales. Se da especial importancia a las técnicas
de discretizacidn y de integracién temporal asi como a los problemas de estabilidad.

1. INTRODUCCION

Es conocido desde hace tiempo el papel que juega el hidrégeno en los fendmenos de
corrosién bajo tensién a través del mecanismo que se conoce como fragilizacién por hidrégeno
(Kazinczy'***; Troiano'**?). En efecto, muchas reacciones electroquimicas de corrosién tienen
como resultado la produccién de hidrégeno atdémico y su posterior absorcién por la matriz
metéalica. Por otra parte también es posible encontrar aplicaciones en las que el gas hidrégeno
esté en contacto con la estructura metalica que lo contiene. Tal es el caso, por ejemplo, de
muchos gases combustibles enriquecidos con hidrégeno y almacenados a presiones elevadas y
durante periodos de tiempo muy largos y en algin caso a gran temperatura lo que favorece
su penetracidén en el material. Las aplicaciones relacionadas con la produccidn de energia
son las que han incrementado el interés por el estudio de la fragilizacidén por hidrégeno a
partir de la crisis energética de 1973.

La presencia de hidrégeno en un material metdlico cambia algunas de sus propiedades
mecanicas mientras que otras no se ven afectadas. A grandes rasgos, aquéllas que dependen
de la deformabilidad del material tales como el mddulo de elasticidad, el limite elastico, la
dureza o incluso la curva tensién-deformacién no cambian de forma significativa en presencia
de hidrégeno. En cambio, las propiedades del material relacionadas con la fractura tales
como la ductilidad, la tenacidad a la fractura, la resistencia a la fatiga o, mas correctamente
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en este caso, a la corrosién-fatiga son muy sensibles al contenido de hidrégeno en el material
(Hirth'**®; Gutiérrez-Solana'®®').

Las razones de este comportamiento parecen residir en el hecho de que el hidrégeno se
acumula en las zonas del material donde se desarrollan estados triaxiales de tensiones asi
como en las dislocaciones, microfisuras y en general, en los puntos donde la malla cristalina
esté distorsionada (Hirth'®*®). La presién parcial de hidrégeno y su interaccién con las
dislocaciones parecen ser las vias a través de las cuales se produce la fragilizacién.

Dado que es el contenido, o la concentracidn, de hidrégeno el parametro que caracteriza
la mayor o menor virulencia de este fenémeno y que dicho contenido estd determinado por
la variable tiempo y por el estado tensional es légico que dichas variables sean las que
controlen los fendmenos de corrosién bajo tension y de corrosidn-fatiga. Por esta razdn
resulta especialmente interesante estudiar el transporte de hidrégeno desde el ambiente
agresivo hasta los puntos mads sensibles a la fragilizacién. Aunque dicho transporte incluye
varias fases previas relacionadas con los procesos electroquimicos que se producen en la
superficie del material, este trabajo se circunscribird a la fase de difusién o de transporte
por el interior del material metalico.

Por comparacidn con el trabajo analitico mas usual en Mecdnica de Fractura consistente
en la determinacién de parametros tensionales como el factor de intensidad de tensiones, K,
o la Integral J, en este caso se trata mads bien de conocer la propiedad equivalente del
material y concretamente el parametro Krsce. En primer lugar, y dado que los métodos
presentados admiten una generalizacién sencilla, se presentardn los modelos de difusién de
hidrégeno maés elementales y los métodos numéricos correspondientes. En segundo lugar
se presentaran los modelos mds recientes, que tienen en cuenta la presencia de trampas de
hidrégeno en el material, asi como los procedimientos de andlisis que se pueden aplicar en
estos casos.

2. MODELOS ELEMENTALES

Los fendmenos de transporte en Fisica se describen usualmente mediante la ecuacién
de Fourler
be =V - (DV¢) (1)
ot
donde ¢ es en este caso la concentracién de hidrégeno y D la difusividad. Sin embargo esta
ecuacién no es valida para describir el fenémeno de la difusién de hidrégeno a causa de
la influencia que sobre el fendmeno ejercen las trampas, las tensiones y deformaciones, los
obstaculos a la difusidn, la variacién de la solubilidad del hidrégeno a lo largo del material
o el transporte de hidrégeno por las propias dislocaciones. Denominaremos en lo sucesivo
modelos elementales a aquellos en los que la ecuacién dilerencial que los define es una
modificacién de la ecuacidén de Fourier.
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2.1. Modelo de la Tensién Hidrostatica

En este modelo, aplicable a materiales en los que las deformaciones son principalmente
elasticas, se calcula el flujo de hidrdégeno, q, mediante una ley de Fick modificada (van
Leeuwen'®™)

*

RT

donde V* es el volimen parcial molar de hidrégeno, R la constante universal de los gases, T' la
temperatura absoluta y s la tensién hidrostéatica. De acuerdo con esta ecuacidn, el hidrégeno
se ve atraido hacia las zonas donde es menor la concentracién de hidrégeno y donde es mayor
la tensién hidrostatica (y por lo tanto la deformacidn volumétrica). Aplicando la segunda
ley de Fick se obtiene la ecuacién diferencial del fenémeno de difusién:

q=-D(Ve¢ - cV s) (2)

* *

de Vv 14
i RTVc-Va-—RTcAs) (3)

donde el ultimo término se anula para materiales elasticos y en ausencia de fuerzas de
volimen.

(ac -

El planteamiento matematico del problema se basa en exigir que la ecuacién anterior
se cumpla en el interior del material, {2, en combinacién con las siguientes condiciones de
contorno,

c=¢ en I', (4)

*

RT

donde el contorno I' del material se ha dividido en dos superficies, I'c y Iy, a lo largo de las
cuales se cumplen respectivamente condiciones de tipo Dirichlet v de tipo Neumann. En la
ecuacién (5) se entiende que n es el versor normal exterior a I'".

q-n::-—-D(VC-— ch) 'n:(j enfq (5)

La aplicacion del método de los residuos ponderados a este problema conduce a la
siguiente ecuacidn:

® *

/nwl[—g% - D{Ac - ;Tvc-vs - ;TcAstQ+

*

VTch}'n]dI‘::O (6)

4 Aqwg[cj + D{Vc -

en donde w; y wy son las funciones peso y donde no se ha incluido la condicién de contorno
de tipo Dirichlet ya que se supone que esta condicién se impondra directamente al considerar
unicamente distribuciones de concentraciones que cumplan la ecuacién (4).

Aplicando el teorema de Green y tras algunas transformaciones se llega a una
formulacién débil del problema (Astiz'*®*) que viene definida por la ecuacién,

/w—aﬁdQ—i—/DVw-Vch:
o Ot w
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V‘
:/QI;T cvw-vsdﬂ—/rwqdr G

9
en la que se han unificado las funciones peso en una sola, w, que ademas se anula a lo largo
de T'. por imponerse directamente las condiciones de tipo Dirichlet.
La ecuacién (7) se puede resolver numéricamente si se discretiza el problema mediante
el método de los elementos finitos; en este método se sustituye la funcidén incdgnita, ¢, por
una aproximacién que es una combinacién lineal de ¢;:

¢ = Nj(:j (8)

donde N; son las funciones de forma.
Si ademas se utilizan las propias funciones de forma Nj como funciones peso (método
de Galerkin) se sustituye la ecuacién (7) por el sistema de ecuaciones,

Mc + He=Ke + p (9)

donde ¢ es el vector de concentraciones nodales y las matrices M, H y K y el vector p vienen
definidos por las expresiones,

M;jZ/N,'deQ (10)
Q

Hij::/DVNI--VdeQ (11)
Q

Dv*

/ﬂ BT s N; dQ (12)

i = N; qdll (13)
I'q

De las ecuaciones anteriores se deduce que para plantear el sistema (9) es necesario
conocer el gradiente de la tensién hidrostdtica. Si el estado tensional es fijo y conocido ese
dato se puede determinar facilmente; en caso contrario serd necesario llevar en paralelo un
calculo de tensiones por el método de los elementos finitos y con la misma malla de elementos.
El gradiente de la tensién hidrostatica se determina por el método de los minimos cuadrados,
y a partir de los datos de tensiones hidrostdticas en los puntos de Gauss, interpolando una
funcidn cuyo orden dependerd de las caracteristicas del elemento (para elementos cuadréticos
es razonable una interpolacién lineal para las tensiones hidrostdticas lo que supone un
gradiente constante).

Las matrices M y H son simétricas y constantes mientras que la matriz K no es ni
simétrica ni constante ya que la distribucién de tensiones puede ser funcién del tiempo.

El cilculo de estas matrices se realiza por integracion numérica siendo muy importante
la correcta eleccién del niumero de puntos de integracién por elemento en cada caso dada
la gran diferencia existente entre los érdenes de los distintos integrandos. Sin embargo la
solucién de compromiso consistente en usar la misma malla de 2 x 2 puntos de integracién en
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elementos planos de 8 nodos para todas las matrices tiene la ventaja de evitar que aparezcan
matrices singulares en el proceso de solucién simplificando simultdneamente el célculo.

El sistema de ecuaciones (9) sélo permite resolver el problema de la difusién de
hidrégeno. Sin embargo simultaneamente se va deformando el material con la consiguiente
variacién del estado tensional. Este problema de Mecédnica de Sélidos, que también se
resuelve mediante el método de los elementos finitos, esta acoplado al de difusién a través
de las ecuaciones (12) y (13). Pero este acoplamiento sdlo se produce en un sentido ya que
se puede suponer que la concentracién de hidrégeno no altera las propiedades mecanicas
{ecuaciones constitutivas) del material.

En tal caso es posible, para cada intervalo de tiempo, resolver en primer lugar el
problema de tensiones para poder calcular el segundo miembro de las ecuaciones (9) como
si se tratase de un vector de cargas. No es por lo tanto necesario extrapolar o predecir las
valores de las tensiones al final de cada escaldn de carga como se hace en otros problemas
acoplados (Felippa & Park'*®?). Al contrario, antes de proceder a analizar cada intervalo del
problema de difusidn se conocen los valores de las tensiones en los dos extremos del intervalo
por lo que es posible elegir la regla de integracién temporal con el unico condicionante de
conseguir la maxima eficacia y estabilidad.

Las diferentes reglas de integracién disponibles se pueden consultar en los multiples
tratados existentes sobre el método de los elementos finitos como por ejemplo en el de
Zienkiewicz(®" . Las mas sencillas son las llamadas de dos puntos porque se basan en
expresar la funcién incégnita, en este caso la concentracidén, en el intervalo de tiempo
(tn,tn41) a partir Unicamente de su valor en los extremos del intervalo mediante una
expresién del tipo,

C(i) = Cn Z"rn -+ Cn+1 Nn+l (14)

donde N, y N,4y son {unciones de interpolacion equivalentes a las funciones de forma del
método de los elementos finitos. En este caso se trataria de funciones lineales definidas
miediante,

N, = 1 — ¢
Npy1 = & (15)
¢ i
¢ = thi1 — tn AL

Aplicando el método de los residuos ponderados a la ecuacién (9) y a lo largo del
intervalo (1,,1,41) se plantea la ecuacidn,

1
/w(Mé+Hc~Kc»p)d§:O (16)

0
en la que w representa una vez mas a la funcidén peso. La introduccién en (16) de la expresion

(14) y de otras similares para la matriz K y para el vector p permite llegar a la ecuacién
(Astiz™o=t),
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™M M -
[2\7 + H]Cn+1 = + Prs1 + Kangi €nyt (17

Esta ecuacién implicita permite determunar el vector de concentraciones de hidrogeno
en el tiempo ¥,41 a partir de datos de tensiones en el tiempo t,41. Este esquema de tipo de
diferencia hacia atrds tiene ademas las ventajas de ser incondicionalmente estable y de no
obligar a guardar los datos de tensiones en intervalos anteriores por lo que su implementacién
en ordenador es mas sencilla.

Lamecédnica de resolucidén numiérica del modelo de la tensidn hidrostéatica se ha expuesto
con cierto detalle ya que es trasladable a gran parte de los modelos que se describen a
continuacién.

2.2. Modelo de la Deformacién Plastica

Este modelo, propuesto por Ochial, Yoshinaga y Kikuta'®"® se basa en la evidencia de
que los dtomos de hidrdgeno también se acumuian en las dislocaciones ya que a lo largo
de ellas pueden encontrar zonas con hmportantes deformaciones volumétricas. Cuando un
sélido esta sometido a importantes deformaciones plasticas como por ejemplo en el fondo de
una fisura, la cantidad de hidrdégeno acumulada en las dislocaciones puede sobrepasar con
diferencia a la cantidad acumulada en otras zonas haciende de este proceso el dominante en
el fendmeno de fragilizacién por hidrdgeno.

En este caso ya no tendria sentido hablar de la concentracidn como de la cantidad
de ludrégeno por unidad de volumen sino mas bien como de la cantidad de hidrégeno por
unidad de longitud de dislocacidn. Designando a la densidad de dislocaciones A (longitad
de dislocaciones por unidad de volumen}, se define por tanto una concentracidn efectiva, ¢*,
como,

= efA {18)

Esta nueva concentracion indicaria en cada punto la cantidad de hidrégeno disponible
para ser transportado por difusidén. Aplicando las leyes de Fick de la difusién a ¢* se obtiene
el flujo de hidrdgeno como,

g=-yD Ve (19)

en donde ¥ no es mas que una constante de proporcionalidad que depende del material.
Esta ecuacién, comparable a la (2), permite 1ntuir que la solucidn estacionaria serd aquella
en la que se uniformice el valor de ¢*; por lo tanto el hidrdgeno tenderd a desplazarse hacia
las zonas de mayor densidad de dislocaciones, es decir a aquellas en las que se produzcan
las mayores deformaciones plasticas.

La aplicacion de la segunda ley de Fick permite deducir la ecuacidn diferencial del
fendmeno que serd,

de* 4D

T (20)
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en la cual v y D son constantes pero la densidad de dislocaciones debe ser funcidn de
las coordenadas y posiblemente del tiempo. Una aproximacion simplista puede consistir
en postular que la densidad de dislocaciones es funcidn lineal de la deformacién pléastica
equivalente,

A=aé, + 0 (21)

De esta manera el problema de difusidn queda acoplado al problema de Mecdnica de
Sclidos.

La ecuacion (20) es la de difusién clasica salvo que con una difusividad aparente variable
a lo largo del espacio v posiblemente a lo largo del tiempo si se consideran variables las
deformaciones en el material.

Una forma elegante de resclver este problema consiste en utilizar un método variacional
definiendo el siguiente funecional,

2 at

donde g, es la carga de hidrégeno por unidad de volumen.

D , , 8e*
X:/{L Ve - Ve 4 At~ 9a c*]alw (22)
9

Al considerar variaciones en ¢*, §¢*, la condicidén &y = 0 (funcional estacionario) implica
que se curnpla en el voliirnen € del material la ecuacién diferencial (20). Para comprobarlo
es suficiente aplicar el teorema de Green en forma semejante a como se hizo en el caso del
modelo anterior {ecuacidn (7)), Otra consecuencia que se deduce de la condicidn &y = 0 es
la ecuacion,

/qddQ:/'}’DVc*‘ndf:w/q~nd1‘ (23)
BV r r

Esta ecuacidn obliga a que el contenido total de hidrdgeno en el material permanezca
constante lo cual equivale, en ausencia de fuentes internas, a imponer una condicién de flujo
nulo a lo largo del contorno. El método asiplanteado sélo permitiria estudiar procesos de
redistribucién de hidrégeno perc no de carga de hidrégeno a través de la superficie. Esta
dificultad se puede obviar anadiendo al funcional x la integral de superficie que figura en
el tercer miembro de la ecuacién (23) con lo que se anularfa la condicién de balance global
nulo; seguidamente las condiciones de contorno de tipo de Dirichlet (las més frecuentes en
la practica) se imponen directamente scbre la funcidn incdgnita ¢* al no coasiderar en el
proceso de solucién mds que aquellas funciones que cumplan,

¢t =&t en I'e (24)

La solucién de la ecuacién (20) mediante el método de los elementos finitos se lleva

a cabo expresando la concentracidn efectiva, ¢*, mediante un vector de valores nodales tal

como se hizo en la ecuacién (8) para la concentracidén volumétrica. Al sustituir en (22) e
imponer la condicidén de funcicnal estacionario se obtiene el sistema de ecuaciones:

Me* + He' = p (25)

donde las matrices My H y el vector p estan definidos mediante las expresiones,
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Y]

Hi; :/ V N; - V N; dQ (27)
(Y]

p= [ o Nid0 (28)
N

Este sistema es muy semejante al obtenido para el modelo de la tensién hidrostatica
aunque mas sencillo ya que no aparece el término equivalente a la matriz K(ecuacién (12)).

El esquema de integracién temporal puede coincidir con el del modelo anterior por lo
que no insistiremos sobre este punto.

3. MODELOS GENERALES

Los modelos anteriormente mencionados son muy restringidos en su ambito de
aplicacidn ya que se han deducido sobre la base de unas hipétesis de comportamiento muy
concretas. Sin embargo la realidad fisica es muy compleja y se puede decir que ambos
modelos sélo muestran una parte de esta realidad. Se hace por tanto necesario proponer
otros modelos mas generales que puedan llegar a englobar a los anteriores y que ademas
sean capaces de describir con mayor precisién el fendmeno de la difusién de hidrégeno. Estos
nuevos modelos se han empezado a proponer a partir del afio 1980 y se pueden clasificar en
tres grupos de acuerdo con Leblond y Dubois'®®*: modelos basados sobre la hipStesis de una
distribucién no uniforme de la solubilidad del hidrégeno, modelos de difusién con trampas
y modelos de transporte por dislocaciones.

Seguidamente pasaremos a describir estos modelos y los métodos numéricos
correspondientes.

3.1. Modelo de la Solubilidad no Uniforme

En el fenémeno de la difusién y en el caso de que el material esté continuamente
inmerso en el ambiente agresivo, la concentracién de hidrégeno en cada punto crece de forma
mondtona hasta alcanzar un valor estacionario que se denomina solubilidad. La solubilidad
depende de muchos pardmetros: microestructura, temperatura, estado de tensiones y
deformaciones, densidad de dislocaciones, etc. Por lo tanto, desde un punto de vista
fenomenoldgico, puede resultar interesante plantear una ecuacién diferencial cuya solucién
estacionaria sea precisamente la solubilidad. Dicha ecuacién, semejante a la de Fourier, es

dc
E—t—:v - [D SV (¢/9)] (29)

en donde S es la solubilidad.
En el caso del modelo de la tensién hidrostdtica es facil comprobar que la solucién
estacionaria viene dada por,
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¢ =co exp(V*s/RT) (30)

donde ¢, es una concentracién de referencia y que representa la concentracién en el contorno
(el medio agresivo) supuesto éste libre de tensiones. Por lo tanto se puede considerar a
este valor como una solubilidad la cual introducida en (29) nos permite llegar a la ecuacién
diferencial del modelo de la tensién hidrostatica (3). Este hecho demuestra que el modelo
de la solubilidad no uniforme contiene el de la tensidn hidrostatica como caso particular.
En el caso del modelo de la deformacién plastica la semejanza no es tan grande. En
efecto dicho modelo predice una solucién estacionaria que viene dada por la expresién,

CoA
Y

S = (31)
donde ¢y tiene el mismo significado que para la ecuacidn anterior. En ese caso la ecuacién
del modelo (20) se puede escribir en términos de la solubilidad en la forma,

be

o=V E % SV (¢/S)] (32)

equivalente a la (29) si se considera que la difusividad aparente no es uniforme sino que es
funcion de la densidad de dislocaciones (Dgp = Dy/A)
de

==V Dy SV (c/S) (33)

La solucién numérica de la ecuacion (33) o de la (29) en la que la difusividad puede ser
no uniforme permitiria analizar mediante el mismo método todos los modelos presentados
hasta aliora en este trabajo. Dicha solucién se puede realizar por el mismo método seguido
para el modelo de la tensién hidrostéatica, es decir por el de los residuos ponderados.

Considerando en principio condiciones de contorno de tipo Dirichlet y Neumann:

c=¢ en I, (34)

qn=-DSV(/S) n=4g en Ty (35)

e incluyendo en la formulacién solamente las segundas por estimar cue las primeras se
introducen directamente al no considerar mas que aquellas aproximaciones que cumplan la
ecuacion (34), la ecuacién de residuos ponderados del problema resulta,

/;zwl{g—j- V. [DSV(c/S)}}dQ—{—

+ / wg{q ~ DSV (¢/S) - n}dr.—_o (36)
F‘I
donde wy y wsy vuelven a ser las funciones peso. La formulacién débil de la ecuacién (36)

se obtiene aplicando el teorema de Green a la primera integral. Tras igualar las funciones
peso (w; = —wq = w) se llega a la ecuacién,
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de Dec .
/{;[wgz +DVuw Ve- = Vu VS}dQ =

¢
:/ wqdr+/wp[vc——vs]-ndr (37)
r, r. s

Cuando se aproxima la funcién incégnita, ¢, mediante el método de los elementos finitos
(ecuacidén 8) v usando las propias funciones de forma como funciones peso se obtiene el
sistema de ecuaciones,

Mé¢ + He=Ke + p (38)

idéntico en la forma al obtenido para el modelo de la tensién hidrostatica (ecuacién 9). En
dicho sistema las matrices M y H son las mismas que las definidas anteriormente (ecuaciones
10 y 11). La matriz K y el vector p serén

D

pi = / Ni¢qdl (40)
Ly

en donde la integral de superficie extendida a lo largo de T', ha desaparecido por anularse
en esta parte del contorno las funciones peso.

De la exposicidon anterior se deduce que el método de andlisis presentado para el modelo
de la tensién hidrostatica es absolutamente general e incluso es aplicable al modelo de
la deformacién plastica. Este método permite analizar cualquier condicién de contorno
(Dirichlet o Neumann) y la integracién temporal se puede llevar a cabo mediante un esquema
de recurrencia incondicionalmente estable como el presentado en la ecuacién (17). Lastinicas
limitaciones son las inherentes a las hipdtesis sobre las que se basa el planteamiento del
modelo y concretamente la no consideraciéon de la presencia de trampas.

3.2. Modelos de Difusién con Trampas

Existen evidencias experimentales de la existencia en el material de zonas de bajo
potencial que se comportan como “trampas” para el hidrégeno y que ya fueron detectadas
por Darken y Smith en 1949. Estas trampas suelen consistir en microfisuras, impurezas y
dislocaciones y resulta muy dificil extraer el hidrégeno de dichas trampas cosa que sdlo se
consigue mediante un tratamiento a temperatura elevada. Estas trampas se manifiestan en
la no linealidad del proceso de absorcidn de hidrégeno y en ocasiones por su irreversibilidad
(ver por ejemplo en Gutiérrez-Solana y otros, ***°).

Existen varios modelos de difusién que tienen en cuenta la presencia de trampas
(McNabb & Foster,'®®; Leblond & Dubois,'***; Astiz,****. Todos ellos tienen muchas
caracteristicas comunes. En ellos se supone que el hidrégeno se reparte entre distintos lugares
(la malla cristalina y los distintos tipos de trampas) pudiendo definirse concentraciones para
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cada lugar de tal forma que la suma de todas ellas sea la concentraciéon real de hidrégeno
(en el supuesto de que se calcule la concentracidn respecto a un volumen comun):

c=cy + ¢y + ¢c3 +... (41)

donde el subindice 1 representa a la malla cristalina y los demads a los distintos tipos de
trampas. La segunda hipdtesis consiste en suponer que el hidrdgeno sélo se difunde a través
de los lugares de tipo 1 (la malla) mientras que el contenido de hidrégeno en las trampas
sélo se puede alterar a través de intercambios locales (el modelo de Leblond y Dubois es
el mas general y no recurre a esta hipdtesis). Por ello se podréd eseribir una ecuacién de
difusidén de tipo clasico

g—j:V - [DV ¢] (42)
en la cual no se refieren las concentraciones a una solubilidad no uniforme ya que este efecto
se tiene de alguna manera en cuenta en las trampas.

Finalmente existe un conjunto de ecuaciones que describe los intercambios locales de
hidrégeno entre las trampas y la malla. Estas ecuaciones pueden ser no lineales como en
el modelo de McNabb y Foster aunque es frecuente tomar, para (n — 1) trampas, una
aproximacién lineal del tipo,

3c,~
i > asje; (43)

en donde se supone que existe interaccién entre todos los distintos lugares de localizacidén
de hidrégeno. En el modelo de Leblond y Dubois se afiade al segundo miembro los términos
correspondientes a la difusion que se puede producir en las trampas. En el modelo del autor
de este trabajo se tiene en cuenta la existencia de niveles umbral y de saturacién en el
intercamblo de hidrégeno entre las trampas y la malla.

La solucién numérica de este problema pasa a cualquier caso por la consideracién
simultdnea de las ecuaciones (42) y (43). Para ello, en primer lugar, es necesario definir
en cada nodo de la malla de elementos finitos un conjunto de valores que seran las
concentraciones ¢;. Por lo tanto el vector de concentraciones nodales ¢ contendra un
mayor numero de elementos. De cara a la presentacién del método supondremos que esta
organizado por tipos de lugares,

¢ =[er,ca,e3.. )7 (44)

siendo ¢; el vector de concentraciones nodales correspondientes al lugar (malla o trampa)i.
La version discretizada de la ecuacién (42) se obtiene como caso particular de los modelos
estudiados anteriormente,

M> ¢ + Hey=p (45)
F=1
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Dado que las ecuaciones (43) expresan relaciones algebraicas lineales entre las distintas
concentraciones, su versién matricial se escribe directamente sin ninguna aproximacion:

c=A ¢ (46)

en donde, al ordenar las concentraciones por nodos y no por tipos de lugares, A se
convierte en una matriz en banda ya que se supone que no existe relaciéon directa entre
las concentraciones de dos puntos diferentes como no sea a través de la ecuacién de difusion
(42 y 43).

Combinando las ecuaciones (45) y (46) se obtiene un sisterna de ecuaciones lineal que,
en el caso de dos tipos de trampas seria:

M M MT] (¢ H 0 0] (¢

0 I o G+ |0 0 0] e b=
0 0 0 Icl P

= L aol asl aosl ¢y + <0 (47)
0,311 (1331 aggI 1 €3 0

Esta ecuacién se puede hacer idéntica en su estructura a las obtenidas para los demas
modelos (9) diagonalizando la primera matriz llegandose a la expresion,

M 0 O cy H 0 © ey
0 1 0 &y + 10 00 ey b=
0 0 I| lés 0 0 0 ¢a
=Y, M =5 apM =% aisM ¢ P\l
= as L @231 @231 ¢z p + ¢ 0
aglI agf_)I (lggI Cy 0 {

en donde las matrices del primer miembro son simétricas y constantes por lo que son
aplicables los mismos métodos de solucidn e integracién temporal que se han descrito
previamente.

4. APLICACIONES

Hasta la fecha el trabajo de los investigadores ha estado centrado en la verificacién de
los modelos de difusién a través de los ensayos de permeabilidad siendo muy escasas las
aplicaciones de dichos modelos a casos reales. El método aquipresentado se ha aplicado al
modelo de la tensién hidrostatica (Astiz,**®7).

Como ejemplo de aplicacién préactica se presenta el caso de una probeta cilindrica
entallada (Figura 1) a la que se aplica un alargamiento uniforme de 0,1 mm en sus extremos.
El material es elasto- pldstico con una ley tensidén-deformacién bilineal. La malla elementos
consta de 181 nodos y 50 elementos cuadrdticos de 8 nodos. La concentracién se supone
uniforme e igual a ¢y en el instante inicial siendo todo el contorno impermeable al hidrégeno.
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. 32mm ,

b 30°

0 (MPa)

1800.
1300, Jerv

Figura 1. Caracteristicas de la probeta entallada y del modelo

Los valores de las constantes D = 5.107''m?/s y V*/RT = 0,0008m?/MN son los
correspondientes a aceros de alta resistencia (Pifiero,'®®).

El estado de tensiones hidrostaticas resultante presenta una zona interior de valores
maximos que es la delimitada por las isolineas de 800 M Pa en la Figura 2. En consecuencia
el hidrégeno se concentrara principalmente en esta zona como se aprecia en la Figura 3 en
donde se han representado las isolineas de concentracién de hidrégeno a largo plazo (estado
de tensiones estacionario).

En Toribio*®*®” pueden encontrarse mas aplicaciones de este método para el modelo de

la tensién hidrostatica.

5. CONCLUSIONES

La principal conclusidn que se deriva de este trabajo estriba en que es posible abordar
el analisis de la mayor parte de los modelos de difusién propuestos hasta la fecha mediante
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el mismo método numérico basado en los métodos de los elementos finitos y de Galerkin.

La determinacién, en una probeta de ensayo o en una estructura real, de la distribucién
de hidrégeno permitird predecir el alcance de la fragilizacién sufrida por el material en un
medio agresivo. Por lo tanto serd posible predecir con mayor precisién el tiempo y/o el nivel
de cargas para los cuales se produce la rotura en procesos de corrosién bajo tensién y de
corrosién-fatiga.

Sin embargo es de destacar que los modelos son todavia imperfectos y que se estén
proponiendo modelos que tienen en cuenta por ejemplo el transporte de hidrégeno por las
dislocaciones es decir a través de un mecanismo completamente diferente al de la difusién
lo que en su caso invalidaria el método propuesto.

100.
0.
700.
800,
800.
100.
\
200, 300. £00, 600.

Figura 2. Isolineas de tensién hidrostéatica (MPa)

0.9
1.9
1.8
17
T 11 12131415

Figura 3. Isolineas de concentracién relativa de hidrégeno
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RESUMEN

La modelizacién numérica de cuerpos sometidos a cargas dindmicas extremas exige
por una parte procedimientos de cdlculo que representen el comportamiento no lineal y
la propagacion de ondas, y por otra una descripcién adecuada del proceso de fractura
dindmica. En este trabajo exponemos en primer Iugar las metodologias numéricas mds
corrientemente utilizadas para el andlisis de problemas de dindmica rdpida, centrandonos en
esquemas explicitos y formulaciones que relacionan la tensién de Cauchy con la velocidad de
deformacién. A continuacién discutimos los modelos de fractura dividiéndelos en modelos
cuasiestdticos adaptados a condiciones dinamicas y modelos propiamente dindmicos. Por
tltimo, presentamos resultados de varios casos de impacto en los que se ilustra la aplicacién
de los modelos anteriores.

SUMMARY

The numerical modeling of bodies under extreme dynamic loads requires analysis
procedures that represent reliably the non-linear behaviour and stress-propagation regime, as
well as an adequate description of the process of dynamic fracture. In this paper we present
firstly the numerical methods more commonly used for analysis of fast loading problems,
centred around explicit schemes with formulations based on Cauchy stresses and rate of
deformation tensors. We then discuss fracture criteria, classified as gquasi-static models



VI - Fractura en Problemnas Dindmicos

adapted for dynamic loading and dynamic models proper. Finally, we present results from
several cases of impact in which the above models are applied.

1. INTRODUCCION

En las dltimas décadas, se ha manifestado un creciente interés por investigar y modelizar
el comportamiento de diversos tipos de materiales bajo cargas extremas y velocidades
altas de deformacion. Este interés proviene de la necesidad de estudiar la seguridad de
instalaciones y equipos ante posibles accidentes, problemas relacionados con los transportes,
nuevos procesos de fabricacién de materiales, y del campo militar. La gama de materiales
que han sido investigados en relacién con estos aspectos es bastante amplia, e incluye a
metales y sus aleaciones, materiales compuestos, roca, y hormigén.

Un problema de impacto requiere no sélo un andélisis adecuado del comportamiento
dindmico de los materiales, incluyendo la propagacién de ondas acisticas o de choque,
sino que por lo general estd asociado a grandes deformaciones y solicitaciones extremas
del material. Es necesario por lo tanto estudiarlo con modelos no lineales que representen
la plasticidad y la fractura del material. Segiin las velocidades de deformacién que se
desarrollan en el material, serd necesario o no considerar su influencia en el comportamiento
constitutivo elemental. Debido a la complejidad intrinseca de los problemas de impacto
solo es posible efectuar un estudio detallado y riguroso de tales problemas mediante el
andlisis numérico. Un modelo de ordenador fiable y bien planteado es capaz de proporcionar
informacién detallada sobre la evolucidn del problema, proveyendo asi una manera de
relacionar la mecdnica de los medios continuos con los procesos que se desarrollan a nivel
microestructural en el material. Asi | se han desarrollado diversos programas de ordenador
que tienen capacidad para atacar con efectividad los problemas de impacto entre cuerpos
sélidos (Wilkins'®™, Hageman y Walsh*™ Hallquist'®™® 9197 Hancock'™, Johnson'?*,
Key y otros'®™ Marti**®*| Goicolea'®*®). Dichos programas tienen la capacidad de modelizar
la plastificacién y rotura de los materiales, y se encuentran en general dotados de algoritmos
para detectar los contactos entre los cuerpos que colisionan.

No obstante, la fiabilidad de las predicciones numéricas debe también apoyarse en una
adecuada representacion del fenémeno de fractura dindmica de los materiales sometidos
a condiciones de carga de impacto. Los programas citados anteriormente utilizan por lo
general modelos de comportamiento derivados en su formulacidn basica para situaciones
cuasiestdticas, aunque con extensiones para considerar los efectos de la velocidad de
deformacién. Isto puede ser adecuado para velocidades de deformacién bajas, que en los
materiales convencionales equivalen a impactos a velocidad menor que aproximadamente 300
m/s. Sin embargo, para velocidades de impacto altas, la fractura de los materiales progresa
por la coalescencia de microdefectos que se han desarrollado independientemente, esto es, sin
que sus respectivos campos tensionales lleguen a interactuar entre s de un modo importante
(Meyers y Aimone 2T Seaman y otros'®®). De ali la dificultad en
relacionar el proceso de fractura dindmica a muy altas velocidades de deformacién con

1983 Curran y otros

los pardmetros convencionales de la mecdnica de la fractura estitica. Por esta razén,
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diversos autores (Curran y otros'”, Seaman y otros**™, Seaman y otros Shockey v
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otros'®’®

. Ehrlich y otros*®™"} han recurrido a representaciones del fenémeno de fractura
dindamica relativamente complejas, que hacen uso de una teoria de nucleacién y crecimiento
de microdefectos independientes. Por supuesto cabe hacer notar que, si bien dichas teorias
pueden extenderse también a situaciones estaticas, su origen se encuentra en el estudio de
casos dindmicos.

En el presente trabajo, describiremos primeramente las metodologias numéricas mas
corrientemente utilizadas hoy en dia en la resolucién de problemas no lineales de dinamica
rapida. A continuacidn, pasaremos a describir algunos modelos especificos de fractura
dinamica. Finalmente presentaremos varios ejemplos de interés para la modelizacién de
procesos de impacto con fractura y penetracidn balistica.

2. METODOLOGIAS NUMERICAS GENERALES

In este apartado se describen procedimientos numéricos para la resolucién de problemas
no lineales de dindmica rapida. Esta descripcion resumida sirve para introducir el marco en
el que se han de msertar los modelos especificos para la fractura dindamica. Es necesaria esta
introduccidn puesto que, como se vera, la formulacion empleada en este tipo de problemas
es muy distinta de la de los modelos convencionales de Elementos Finitos.

En lo que sigue, la discusidn estd restringida a modelos de Elementos Finitos o
de Diferencias Finitas mediante procedimientos de semi-discretizacidn, esto es, utilizando
discretizaciones independientes en los dominios del espacio y del tiempo, y con elementos de
continuo., Para problemas de impacto con comportamiento no lineal y fractura, los modelos
mas adecuados son los que discretizan el continuo directamente mediante elementos bi o

tri-dimensionales. Los programas basados en elementos estructurales del tipo viga o lamina

S IS8

{Belytschko v Tsai'?), llevan aparejadas hipotesis tales como que las secciones normales
a la directriz permanecen planas y normales, que dejan de ser validas cuando se producen
deformaciones altamente no lineales y roturas puntuales. Existen también procedimientos
numéricos simplificados que mmcorporan en el modelo un conocimiento previe, mas o menos
ermpirico, sobre los campos de tensiones y deformaciones (Ravid y Bodner'®®). La validez
de estos modelos estd hmitada a problemas especificos y no proporcionan metodologias
generales de simulacidn y prediccidn.

Tanto los modelos de Diferencias Finitas como los de Elementos Finitos discretizan
el continuo espacial mediante una malla. Los procedimientos de Diferencias Finitas no
estdn restringidos necesariamente a una malla topolégicamente regular como es la creencia
extendida, sino que permiten topologias arbitrarias (Wilkins™®™, Marti’*®', Goicolea'®®*). La
diferencia entre ambos métodos estriba en la utilizacion de funciones de interpolacién en el
caso de los Elementos Finitos. Sin embargo, en los problemas no lineales se emplean siempre
elementos sencillos con interpolacidn hineal, lo que hace que las interpolaciones efectuadas
por ambos métodos leguen a ser equivalentes (Kunar v Minowa'®®). La utilizacidén de
un esquema explicito de integracion en el tiempo en ambos métodos produce algoritmos
exactamente equivalentes pudiendo denominarse la formulacidon resultante de un modo
genérico como de dominio finito.

Fn el analisis numérico de problemas de impacto, se hace necesario el empleo de
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intervalos de tiempo pequehos, con el objeto de representar adecuadamente la propagacién de
las ondas de tensién o de choque (Zukas*®**). Ademas, de ese modo es posible representar de
una forma conveniente los cambios bruscos no lineales tanto geométricos como del material.
Las ventajas que ofrecen los métodos de integracién implicita en el tiempo radican en el hecho
de que por ser incondicionalmente estables pueden emplearse en conjuncion con grandes
intervalos de integracién en el tiempo. En el caso de tales esquemas de integracién, para
determinar el estado del sistema al final del intervalo es preciso resolver un sistema de
ecuaciones simultdaneas, debido al hecho de que las ecuaciones del movimiento se presentan
acopladas. Esto lleva aparejado la realizacién de un elevado ntimero de operaciones por
cada ciclo computacional. Resulta evidente pues que las ventajas de la integracidn implicita
desaparecen en nuestro caso.

Por el contrario, para la integracion explicita es posible plantear las ecuaciones nodales
del movimiento en forma desacoplada, con lo que sélo se efectiian aproximaciones locales. Asi
, la obtencidn de las velocidades nodales al final de cada intervale de integracién se efectiia
de una manera directa y muy econdmica desde el punto de vista computacional. Aunque
los esquemas de integracidén explicita en el tiempo son sélo condicionalmente estables, por
lo que deben emplearse junto con intervalos de integracién pequefios, ésta tltima limitacién
se adapta muy bien al andlisis numérico de problemas de impacto, en que el empleo de
pequenios intervalos de tiempo es una necesidad inherente al analisis. En la préctica, las
formulaciones explicitas son considerablemente mas robustas, al no depender de criterios
de convergencia para la resolucién de ecuaciones simultdneas, que siempre dan problemas
cuando hay rotura o reblandecimiento. Por todas estas razones, los cddigos de ordenador que
se han desarrollado para el andlisis numérico de problemas de impacto se basan generalmente
en la integracién explicita en el tiempo (Anderson'®®7).

Las maneras mas frecuentemente usadas para representar el continuo en problemas con
importantes cambios de geometria son dos: la formulacién Lagrangiana y la formulacién
Euleriana (Malvern®*®®). En la formulacién Lagrangiana, el continuo se representa mediante
una malla que se encuentra adherida a él, ajustandose a las deformaciones del material. Por
su parte, la formulacién Euleriana considera una malla fija en el espacio como marco de
referencia para describir el movimiento del material. La formulacién Lagrangiana parece a
primera vista la mas conveniente desde el punto de vista computacional, ya que representa las
condiciones de contorno de una manera directa, a la vez que permite seguir adecuadamente
la historia del material contenido por cada celda, lo cual es de gran importancia cuando el
comportamiento mecéanico de los materiales pertinentes es funcién de su historia previa.

Por el contrario, en el caso de la formulacién Euleriana, es preciso incluir en las
ecuaciones términos adicionales de conveccién, que representan el flujo de material entre
celdas vecinas (Zukas'®®?). Los contornos del continuo y las discontinuidades como las ondas
de choque tienden a hacerse difusos a medida que progresan los célculos. Sin embargo, la
formulacién Euleriana presenta ciertas ventajas para problemas que llevan aparejados una
gran distorsién del continuo que se estd modelizando.

La estabilidad de la integracién explicita en el tiempo se encuentra condicionada a que
el intervalo de integracién sea menor que el tiempo que tardan las ondas de compresién
en recorrer la menor distancia entre nodos de la malla. Si una malla Lagrangiana sufre
una excesiva distorsién, el intervalo de integracién debe a su vez reducirse de una manera
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importante con el fin de asegurar la estabilidad de los calculos. De este modo, el proceso
computacional puede hacerse demasiado costoso. La distorsién de la malla puede causar
otros problemas adin mas graves, como son la falta de precisién en el cdleulo para elementos
muy distorsionados, o el impedimento cinematico para que se desarrollen ciertos modos de
deformacién. Un ejemplo de esto se ilustra en la Figara 4a. Cuando estos efectos llegan
a dominar la solucidn, es necesario realizar un remallaje o, en los estudios de penetracién,
aplicar algoritmos de erosién (Johnson y Stryk'®®”, Belytschko y Lin'®*") o de creacién de

1983} En casos extremos es preferible pasar directamente a una

nuevas superficies (Ringers
malla Fuleriana, a pesar de las desventajas mencionadas anteriormente, al no presentar éstas
problemas de distorsién (Zukas*®*?, Hancock'®™).

El comportamiento mecanico de los materiales sélidos se puede dividir en una parte
hidrostatica y otra desviadora. La parte hidrostitica viene gobernada en general por
una ecuacién de estado que relaciona la presién con el volurien y la energia interna o la
temperatura. Las componentes desviadoras vienen gobernadas por leyes eldsticas por debajo
de un determinado nivel de tensiones, superado el cual se producen deformaciones plasticas.

Cuando se produce un impacto a alta velocidad, se desarrollan en los sélidos elevadas
presiones hidrostaticas, siendo con frecuencia las componentes desviadoras de las tensiones
pequenas en relacién con las anteriores. Esta ha sido la causa de que los primeros
modelos numéricos para andlisis de impacto, fueran los llamados cédigos hidrodindmicos
(“hydrocodes”) de Diferencias Finitas desarrollados en los laboratorios nacionales de
E.E.U.U., en los afios 50. Posteriormente en los anos 60, Wilkins ariadié el tratamiento
de la plasticidad (Wilkins'®**') y Hallquist desarrollé en los 70 herramientas maés préacticas
basadas en la metodologia de los Elementos Finitos (Hallquist*®™).

Existen varios tipos de ecuaciones de estado que permiten representar de una manera
satisfactoria el comportamiento del material, aiin para presiones sensiblemente superiores
a la resistencia de aquél. La expresién mas simple para la ecuacién de estado, valida para
presiones moderadas (impactos a velocidad baja o media), es una ecuacién termoeldstica,
definida como:

P = —KIn(V/Vo) + 3Ka(T ~1Tj) (1)
donde:

K es el mdédulo de compresibilidad,

a  es el coeficiente de dilatacién térmica,
V  es el volumen del material,

Vo  es el volumen de referencia,

T es la temperatura.

Cuando se generan presiones mas elevadas es necesario utilizar ecuaciones de estado mas
apropiadas para altas presiones. Quiza la ecuacién genérica mas utilizada es una expresién
polinomial del tipo

P =a(n-1) + bn-17% + e(n—-1)° + dE (2)
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donde

a, b, ¢y d son coeficientes empiricos,
n=V/V,
E es la energia interna.

El comportamiento desviador se puede caracterizar mediante relaciones eldsticas por
debajo de la tensién de fluencia del material. La formulacién mas usual relaciona las
tensiones desviadoras de Cauchy s;; y las velocidades de deformacién d;;,definidas como:

1
dij = - (vij + vj) (3)
1
31']' e 0',;]' — gakkéij (4)
donde:
v; es el vector velocidad,
las comas indican derivadas parciales,
o;; es el tensor de tensiones de Cauchy
mediante una ley hipoeldstica incremental:
v 1
sij = 2G (dij — ~dinbij) (5)

donde

G es el médulo elastico de corte.
V es la derivada de Jaumann.

Superada la condicién de fluencia del material se producen deformaciones plasticas. En
el caso mas sencillo, se emplea la teoria incremental de la plasticidad de Prandtl-Reuss,
que establece la proporcionalidad entre la velocidad de deformacién plastica y las tensiones
desviadoras, de la forma:

dfi = Asij (6)
df; = di; — dE (7)
donde:

df; son las velocidades de deformacidén pléstica

dg = $;;/2G son las velocidades de deformacién elastica.

X es un multiplicador arbitrario
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Las relaciones anteriores se ven satisfechas implicitamente en el método del retorno
radial de las tensiones, propuesto por Wilkins'®***. Con posterioridad, Krieg y Key*®"®
han propuesto alguna modificacién al método del retorno radial, y Simo y Ortiz'®®* han
desarrollado un mecanismo de retorno para intervalos de carga grandes, que puede ser de
aplicacién en formulaciones totales de tipo hipereldstico. Sin embargo, en formulaciones
incrementales explicitas, el método de retorno radial debido a Wilkins proporciona excelentes
resultados.

La influencia de la velocidad de deformacién y la temperatura se puede considerar en
el valor de la tensién de fluencia del material como:

Y = Yo(ep) fi(€) f2(T) (8)

en que Yp(ep) es una funcidén de la deformacién pléstica \inicamente, y f1(é) y fo(T) son
funciones de la velocidad de deformacién y de la temperatura, respectivamente.

3. MODELOS DE FRACTURA DINAMICA

Para modelizar adecuadamente la fractura dindmica se necesitan dos ingredientes
basicos:

~ un criterio que establezca cudndo se produce la rotura y qué tipo de rotura es;
una representacién adecuada de la propagacién de la fractura.

El criterio de rotura puede ser bien un criterio desarrollado para situaciones
cuasiestaticas, o bien un criterio especifico para procesos dinamicos. En cambio, la
propagacién de la fractura es un fenémeno esencialmente dindmico y debe ser modelizado
como tal.

En este apartado describiremos primero los modelos basados en criterios cuasiestaticos,
para pasar después a discutir criterios puramente dindmicos. La discusién sobre estos iltimos
estd reducida a un marco mas tedrico en el nivel microestructural, ya que faltan hoy en dia
desarrollos de modelos practicos en este orden.

Se consideran criterios cuasiestiticos los desarrollados para representar la fractura bajo
carga lenta, en las que el tiempo no influye, aunque se les pueda afiadir algiin factor
modificador, de forma que se ajusten bien a resultados experimentales a velocidades de
deformacién mas elevada. En esta categoria se incluyen:

— rotura por exceder la deformacién plastica critica

~ rotura por alcanzar una superficie de fallo a compresién

— otros criterios tensionales, como la densidad de energia de deformacidn critica
— fisuracién por superar la tensién de tracciéon admisible.

Un criterio de deformacién plastica critica representa una rotura ductil, limitando las
deformaciones de cortante que el material puede acomodar. Este criterio es apropiado para
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modelizar materiales metdlicos con cierta ductilidad. Se puede formular combinado con la
deformacién volumétrica, de forma que se considere también la influencia de la presién de
confinamiento:

Aerr + Bey <1 (9)

donde A y B son parametros del material, pudiendo ser A = 0. En este criterio, la influencia
de la velocidad de deformacién puede ser tenida en cuenta indirectamente a través de la
dependencia sobre ella de la tensién de fluencia (ecuacién 8). Esta dependencia transforma
las ecuaciones de la plasticidad de Prandtl-Reuss (ecuacién 6) en un modelo viscopldstico.
La especificacién de una superficie de fallo en el espacio de las tensiones proporciona
otro método para establecer la fractura. El concepto de superficie de fallo se considera aqui
diferenciado de la superficie de fluencia, en cuanto que la primera representa una envolvente
que establece el nivel de tensiones tltimo del material, una vez alcanzado el cual se produce
la pérdida de capacidad portante. Este criterio esta ligado por lo general a una elasticidad
no lineal (Ohtani y Chen'®®") o a un endurecimiento plastico previo mediante superficies
de fluencia con sucesivos médulos de endurecimiento (Mroz'®*"). Es corriente encontrar en
la literatura cierta confusién entre los conceptos de superficie de fluencia y superficie de
fallo, considerando la plastificacidon del material como el fallo o rotura del mismo. Esta
simplificacidn no es valida si se quiere analizar el comportamiento posterior a la fluencia.
La utilizacidn de superficies de fallo se ha extendido para estudiar la fractura dictil
del hormigén bajo condiciones de compresién (aplastamiento o “crushing”). Como ejemplos
se pueden citar las superficies de Willam y Warnke'™ y de Ottosen'®””. La superficie de
Willam y Warnke utiliza cinco pardametros y emplea secciones no circulares en el plano
desviador compuestas por seis arcos elipticos abarcando 60° cada uno. Segin el plano de
las meridianas, las meridianas de traccidn y compresion respectivamente se expresan por:

Tm Om

_}"-,1 = ag + ay 7 + ag(—}l-)'2 (para 6 = 0°) (10a)
Zj; = by + bl% + bg(fﬁ)2 (para 6 = 60°) (108)

donde

Tm €5 la tensién de corte medida en el plano desviador
f! es la resistencia a compresién del material

omes la tensidn hidrostatica

ag, ai, as, by, by, by son pardmetros del material.

Otro criterio que ha sido utilizado para establecer la rotura del material se basa en un
valor critico de la densidad de energia eldstica almacenada. La densidad de energia se puede
descomponer en dos términos, de dilatacién y distorsién, que son a su vez funcién de las
tensiones:

W = W, + Wy (11(1)
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2
o
Wy (dilatacién) = ==
1 (dilatacién) 5K (11b)
F2
W, (distorsién) = Y7 (11e)

donde

W es la densidad de energia elastica por unidad de volumen
Om, O son respectivamente la tensién hidrostatica y la tension efectiva de Von Mises
K, G son los médulos eldsticos de compresidn y corte respectivamente.

La densidad de energia como criterio de fallo ha sido una idea cldsica de la teoria
de Resistencia de Materiales. Sih'*™ ha utilizado este concepto como criterio propagacién
de fracturas. Hay que mencionar que, al ser un criterio puramente tensional, no resulta
especialmente adecuado para modelizar la fractura al corte o bajo compresién, en la que
ocurre cierta ductilidad. Tampoco es un criterio que ce adapte bien para tener en cuenta la
dependencia del tiempo o la velocidad de deformacién.

Sometidos a traccién, numerosos materiales exhiben una rotura frigil, que se
desencadena al superar la tensidn de traccidn admisible por el material. Esta fractura se
desarrolla como fisuras en planos normales a la direccién de la tensidn principal de traccién
maxima.

Existen dos procedimientos para tratar la fisuracidén en métodos numéricos de dominio
finito. El primer procedimiento engloba a los modelos de fisura discreta (Ngo y Scordelis*®®7),
que incorporan las discontinuidades geométricas de la grieta a la discretizacidn global de la
estructura. Para modelizar la singularidad de tensiones a veces se recurre a crear en el
borde de la fisura elementos con funciones de interpolacién especiales {Barsoum™). Para
modelizar la propagacién de las fisuras discretas se necesitan remallajes constantes (Ingraffea
y Saocuma'®*").
lineales, siendo inviables en calculos dindmicos y no lineales como los que nos ocupan.

La aplicabilidad de estos modelos se cifie a situaciones cuasiestaticas y

El segundo procedimiento es el de la fisura ficticia o distribuida (Hillerborg y otros'®™,
Bazant!*®*®). Los desplazamientos relativos de la fisura se consideran repartidos sobre el
elemento, convirtiéndose en deformaciones del mismo. Este procedimiento se adapta mejor
a los calculos dindmicos que el de la fisura discreta. Existen ain algunos interrogantes sobre
la independencia de la direccién en la que se propagan las fisuras con respecto a la malla
(Marchertas, Kulak y Pan'®®?).

La fisuracién se inicia cuando sobre algin plano se alcanza la tensién normal de traccidn
critica, f;. Un criterio basado en tensiones limite ocasiona ciertos problemas en cédigos de
integracién explicita, debido al ruido numérico que acompaiia a la respuesta en tensiones.
Sin embargo parece inevitable caracterizar el inicio de la fisuracién de este modo, que
proporciona a la vez la direccién del plano de fractura. Una vez iniciada la fisuracién el
comportamiento mecanico se puede caracterizar por leyes tensidn-deformacién (Figura 1).
En este caso, para obtener resultados independientes de la malla es necesario ajustar la rama
de reblandecimiento de pendiente D, con arreglo a la dimensién h del elemento sobre el que
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se distribuye la fisura, de forma que se represente correctamente la energia necesaria para
abrir la fisura por unidad de superficie, Gy:

hf?
D, = — £ 2

Otra posibilidad es emplear una ley que relacione directamente la tensién con la
apertura de la fisura (desplazamiento), asumiendo una cierta funcién de distribucién del
desplazamiento a lo largo del elemento (Oliver y Ferndndez'®*7). La utilizacién de una ley
tensién-desplazamiento tiene la ventaja de que es un dato experimentalmente objetivo e
independiente de la malla. Sin embargo, en el caso de elementos sencillos con un punto de
integracidn, este procedimiento no aporta ventaja alguna.

La utilizacién de un reblandecimiento por deformacién como el utilizado en los modelos
de fisura distribuida conduce a la paradoja de que al refinar la malla (h — o) la rama de
descarga (Figura 1) tiende a ponerse horizontal. En el limite, el médulo de reblandecimiento
D, se anula (ecuacién 1), produciéndose el contrasentido de que un elemento fisurado
mantenga Intacta la resistencia a la traccién f;. Esta circunstancia ha sido puesta de
manifiesto con razonamientos termodinamicos por Ottosen*®®®.

Gan Ure O
e ‘at‘.ﬂ [ L I + I\ NN
AN - i | C
= =
[ Ean Eon

G?n = tensidén normal a la fisura
&"ﬂ = deformacion normal total

6'"\ = deformacién normal del continuo

(€
&m = deformacidn normal de Ya fisura

Figura 1. Relacién tensién-deformacién con ablandamiento, para el modelo de
fisuracién distribuida.

No existen generalizaciones de estos conceptos para el comportamiento dindmico del
material, a pesar de que la fisuracion distribuida se puede utilizar dentro de un contexto
dindmico como un comportamiento independiente del tiempo al igual que la plasticidad.
Este hecho y las inconsistencias planteadas anteriormente sobre el reblandecimiento y la
malla crean algunas incertidumbres sobre la validez de la localizacién y propagacién de
fisuras asi modelizadas en un cédlculo dindmico.
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Los modelos basados en criterios cuasiestaticos que se han presentado pueden ser
utilizados dentro de calculos dindmicos, con las salvedades e inconvenientes mencionados.

Antes de discutir el comportamiento microestructural en que se deberian basar los
criterios de fractura dindmica, presentamos a continuacidn un modelo intermedio utilizado
por Wilkins'®®® que posee una gran sencillez. Las hipdtesis en que se basa son:

—  Las fracturas se inician siempre en las superficies libres cuando se supera una tensidén
de traccidn determinada.

— La relajacién de las tensiones en un elemento fracturado se efectia a lo largo de un
intervalo de tiempo dado.

—  Un elemento que no esté en una superficie libre sélo se puede fracturar si estd a una
distancia menor que V.At de un elemento fracturado. Aqui V. es la velocidad de
propagacién de la fractura y At es el tiempo transcurrido desde la fractura en el elemento
origen.

Este modelo posee un cierto empiricismo, habiendo sido desarrollado de forma que
se ajustase a resultados de impacto sobre materiales cerdmicos. Sin embargo, aparte de
su sencillez, posee la ventaja de utilizar el factor tiempo directamente en su formulacidn
basica, por lo que puede resultar apropiado para modelos dindmicos. De hecho los resultados
obtenidos por Wilkins en ceramicas asi lo atestiguan (Wilkins'*®®).

En cuanto a criterios propiamente dindmicos de fractura, se hacen a continuacién unas
reflexiones sobre el proceso de rotura a nivel microestructural. Cuando un material es
sometido a elevadas tensiones durante perfodos muy breves usualmente no hay tiempo
suficiente para que se manifieste la forma de rotura consistente en la propagacién de
macrofisuras, que suele ocurrir en condiciones estaticas.

Esta es la razén por la que frecuentemente un cuerpo sélido en el que se tienen
macrofisuras presentes, sea capaz de soportar una carga muy elevada aplicada durante un
tiempo muy breve, sin que las referidas macrofisuras se propaguen a rafz del proceso de carga.
Sin embargo, puede ocurrir que el mismo cuerpo sélido se rompa si se le aplica una carga de
menor magnitud pero aplicada mas lentamente, por efecto de la propagacidn inestable de las
macrofisuras. As{ | resulta que las macrofisuras que son inestables cuando la velocidad de
carga es baja, son estables a muy altas velocidades de carga. En vista de lo anterior, es claro
que los modelos de fractura dindmica a muy altas velocidades de carga deben apartarse, al
menos en principio, de las lineas de analisis que se emplean en la Mecdnica de la Fractura
clasica para problemas estaticos o de dinamica lenta. Tales modelos deben ajustarse a una
descripcidn microestructural del proceso de fractura dinamica.

Existe una abundante informacién experimental que apunta en el sentido de que el
proceso de fractura dindmica de los materiales se caracteriza por la nucleacién y crecimiento
de microdefectos en el material, cuya evolucién se ve potenciada por la presencia de
elevadas tensiones en el material. Dicha evolucidn se caracteriza por ser tan rapida que
el proceso de nucleacién y crecimiento de los microdefectos se verifica con independencia
de las condiciones de su entorno inmediato. Esto se debe a que corrientemente el pulso
de carga es tan rapido, que no se da lugar a que los campos tensionales asociados a
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microdefectos vecinos interactien entre si |, la fase final del proceso antes descrito consiste
en la coalescencia de los microdefectos, para dar lugar a un plano de fractura. Tales
microdefectos pueden ser microfisuras, que se desarrollan principalmente en el caso de
[ractura fragil, o microcavidades, que controlan el proceso de ruptura en materiales ductiles.
También, en el caso de los metales, la fractura dindmica puede ser controlada por la aparicion
de micro-bandas de cortante adiabatico {Seaman y otros*®™, Ehrlich y otros*®™).

Es adecuado recalcar que los modelos de nucleacidn y crecimiento de microdefectos
pueden también ser empleados para estudiar el caso de fractura estitica de los materiales
dictiles. Sin embargo, tales aplicaciones han comenzado a realizarse mds recientemente,

estando el origen de dichos modelos intimamente ligado al estudio de la fractura dindmica
de los materiales.

En vista de lo dicho en los parrafos anteriores, resulta claro que la determinacién
experimental de las leyes de nucleacidn y crecimiento de los microdefectos en presencia
de un campo de elevadas tensiones puede ser de gran ayuda con el fin de precisar una
funcién de dafio que caracterice el estado del material. Alternativamente, la referida funcién
de danio puede definirse en forma mas empirica, ajustando los valores de sus parametros
con el fin de que predigan correctamente la ruptura del material en situaciones simples de
carga de tmpacto {Rajendran y Bless®®). Asi | se ha dedicado un esfuerzo considerable a
determinar la distribucidn experimental de tamarios y la cinética de nucleacidn y crecimiento

de microdefectos al ser sometido el material a cargas impulsivas (Seaman y otros'™™ Ehrlich

y otros™" Curran y otros'®”", Seaman y otros'*®}.

En general, podemos expresar la ley de la nucleacion de microdefectos como la suma

de

material potenciado por les elevadas tensiones de traccidon presentes, v un segundo término

o5 términos, uno de ellos relacionado con el proceso de difusién de vacancias en el

que representa la creacién de microdefectos por un efecto puramente mecanico, relacionado
con la ruptura de enlaces atdmicos (Curran®®®?).

Por su parte, se ha verificado experimentalmente que las distribuciones de tamafios de
microdefectos del material, se ajustan relativamente bien a una distribucién exponencial.
Ademas, la velocidad de crecimento de los microdefectos suele ser proporcional a su tamafo
actual y a una funcion lineal de la tensién externa aplicada. Esto iltimo garantiza que
la forma funcional de la distribucién estadistica de tamafios se mantiene inalterada en el
tiempo (Curran y otros’®™").

La fase final del proceso de fractura dindmica consiste simplemente en la coalescencia de
los microdefectos que se han desarrollado. Cuando los defectos en cuestién son microfisuras
o microbandas de cortante adiabatico, la interseccién reiterada de microdefectos da lugar
a la fragmentacidn del material en pequefios trozos, cuyo tamafio se encuentra relacionado
con la distancia entre microdefectos (Curran*®®?).

Existen dos maneras de considerar los procesos antes descritos al modelizar
numéricamente la fractura dindmica de los materiales. La primera de ellas, consiste en
incorporar los fendmenos de dano en una variable interna que da una medida del progreso
del dafio sufrido por el material (Curran'®®®). Por otra parte, también es posible considerar
una distribucidn inicial de microdefectos en cada celda computacional y analizar su evelucidn
en el tiempo, segin planos definidos por distintas direcciones, haciendo uso de las relaciones
obtenidas experimentalmente para la nucleacién y el crecimento de los microdefectos. Esta
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ultima alternativa es bastante mas costosa computacionalmente y plantea ciertos problemas
de aplicacién por la forma ambigua en que se encuentran definidos algunos de los pardmetros
de los modelos de nucleacién y crecimiento antes referidos (Seaman y otros**™ Ehrlich y
otros'™, Curran y otros'*™, Seaman y otros'®*®).

Por udltimo, es necesario mencionar que el nivel de conocimiento experimental o de
desarrollo de modelos para fractura dindmica es aun inadecuado. Es necesario realizar mas
trabajo experimental y tedrico en esta direccién con vistas a obtener modelos coherentes y
fiables.

Mientras tanto, la solucién de compromiso de utilizar criterios cuasiestdticos
modificados puede ser aconsejable, considerando la mayor informacién existente para
caracterizar dichos modelos.

4. ANALISIS NUMERICO DE ALGUNOS PROBLEMAS DINAMICOS CON
FRACTURA

Presentaremos por tltimo algunos ejemplos que ilustran la aplicacién de la metodologia
numérica y los modelos de fractura mencionados anteriormente,

Los metales pueden exhibir una elevada ductilidad antes de la fractura. En la Figura 2
se presenta un analisis de impacto de tuberias de acero resuelto con DYNA3D en donde
se produce un comportamiento altamente no lineal, debido por un lado a las elevadas
deformaciones plasticas y por otro a la evolucién de las superficies de contacto y las grandes
deformaciones.

Figura 2. Simulacién numérica del impacto de tuberfas de acero. empleando el

programa DYNA3D

El ejemplo siguiente ilustra el impacto de un avién sobre la contencién de hormigdn
armado de una central nuclear. Se muestra un calculo bidimensional aximétrico (Figura 3a)
representando el impacto vertical sobre el dbside de la semiesfera, y un calculo tridimensional
(Figura 3b) para el caso de impacto horizontal sobre la parte cilindrica de la contencién.
Los analisis fueron realizados con los cédigos PR2D (Goicolea'®®®) y PR3D (Marti***),
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Figura 3.a. Impacto de avién sobre el abside del domo de la contencién de
hormigén de una central nuclear (Andlisis axisimétrico con PR2D).
La malla inicial se muestra punteada, y en linea continua la
configuracién deformada a los 40ms. (desplazamientos verticales
multiplicados por 50). Los grandes desplazamientos que se
observan en la parte interior del domo se deben al desprendimiento
del recubrimiento de hormigén. La figura del recuadro muestra
la historia de tensidén efectiva en un punto que ha sufrido rotura
{punto A sefialado en la figura).

modelizando las armaduras de forma segregada mediante elementos barra. El material
fue representado mediante leyes elastoplasticas con superficie de fluencia de Drucker-Prager,
incorporando endurecimiento, rotura fragil y rotura a compresién. El resultado de estos
analisis indicd que, aunque se produjo fisuracién muy extendida y rotura localizada en el

150



MODELIZACION DE PROBLEMAS DE IMPACTO CON FRACTURA

Figura 3.b. Impacto de un avién sobre la parte cilindrica de la contencién
de hormigén de una central nuclear (Anilisis tridimensional con
PR3D). La malla inicial se muestra punteada, y en linea continua la
configuracidn deformada a los 60ms (desplazamientos multiplicados
por 20).

hormigdn, las armaduras no alcanzaron la deformacién pléastica de rotura, manteniendo por
tanto la integridad estructural.

La modelizacién de fendmenos de balistica terminal exige representar no sélo el proceso
de fractura en si mismo, sino la penetracién del proyectil a través del material degradado.
En la Figura 4 se presenta un instante de la evolucién del impacto de un proyectil de
wolframio sobre un blanco de acero, realizado con el programa ARMI (Principia’®®™) con
dos modelizaciones distintas. En ambos modelos se produce la fractura de los elementos
cuando sobrepasan la deformacidn plastica critica, manteniendo inicamente la resistencia a
compresién hidrostédtica que corresponderia al material degradado. En el primer caso (Figura
4a) los elementos rotos se mantienen como parte de la malla, lo que a partir de determinado
momento ocasiona problemas debido a la excesiva distorsién de aquéllos. Estos problemas
son de dos tipos; por una parte, al tratarse de un célculo explicito, el intervalo de tiempo de
integracién se reduce enormemente para una malla muy distorsionada, elevando asi‘el coste
computacional. Por otra parte, en la Figura 4a se puede ver que el contacto entre ambos
cuerpos se produce a través de tan sdélo uno o dos elementos de lados rectos. Esto impone
restricciones de tipo cinemadtico a la evolucidén del problema que son poco realistas.

La utilizacién de un algoritmo de erosidn en este mismo problema (Figura 4b) permite
una modelizacién mas apropiada del mecanismo de penetracién. La idea de este algoritmo
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Figura 4. Impacto de un proyectil de wolframio sobre un blanco de acero
realizado utilizando el programa ARMI. (a) sin emplear algoritmos
de erosién. (b) empleando algoritmos de erosién.

es eliminar los elementos rotos de la malla cuando las tensiones se han relajado por debajo
de un clerto umbral. Cada vez que se elimina un elemento hay que recomponer la malla para
que el modelo considere las nuevos elementos externos susceptibles de entrar en contacto. La
masa y el momento de las zonas erosionadas se conservan asociados a nodos libres que siguen
interaccionando con las superficies del material intacto. El didmetro del crater producido
utilizando la erosién es sensiblemente menor que en el otro caso, lo que concuerda con
resultados de experimentos balisticos.

Un método alternativo para representar la penetracién es el de la “conectividad nodal
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Figura 5. Impacto de un proyectil de acero sobre un blanco de hormigén,
analizado empleando la técnica de conectividad nodal variable (de
Johnson, Stryk v Dodd'®*®).

variable”, presentado recientemente por algunos autores (Johnson y otros****). Dicho método
consiste en representar el material por medio de discos o de esferas flexibles, ligadas por
fuerzas de separacién o de atraccién que dependen de su posicién relativa. Se considera
que los enlaces entre discos pueden romperse si su separacién excede. vn valor limite. El
programa ha de seguir pues la pista de los nodos a los que esta conectado un nodo dado en
cada instante. En la Figura 5 se muestra un caso en el que se ha empleado esta técenica,
correspondiente al impacto de un proyectil de acero sobre un blanco de hormigén. Obsérvese
que sdlo se ha empleado conectividad nodal variable en la zona mds inmediata al impacto,
que es la que experimenta las mayores distorsiones.

El algoritmo recién descrito, aunque aumenta la eficiencia del programa, presenta ain
ciertos problemas de precision. En efecto, si bien en algunos casos los resultados con él
obtenidos han sido correctos, en otras situaciones se ha manifestado una tendencia artificial
al atenazamiento o a la fisuracién del material.
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5. CONCLUSIONES

La modelizacién de problemas de dindmica répida con fractura estd asociado a la
propagacién de ondas y a fendémenos altamente no lineales, siendo los procedimientos
de solucién més adecuados para estos problemas los modelos explicitos de elementos o
diferencias finitas.

La representacién de la fractura del material se puede realizar bien mediante la
extensién a casos dinamicos de criterios cuasiestaticos de fractura, o bien mediante
criterios especificos de procesos dinamicos. Los criterios cuasiestaticos pueden proporcionar
resultados aceptables para velocidades medias o bajas de carga, no siendo adecuados para
altas velocidades. Es necesario mas trabajo en la caracterizacién de los procesos de fractura
dindmica a altas velocidades de deformacién, ya que la informacién es ain escasa y los
modelos de que se dispone hoy en dia son de aplicacién compleja. También se requiere
mayor informacién sobre procesos de fractura en nuevos materiales como los cerdmicos o los
compuestos, de uso cada vez mas extendido.

Por dltimo, se han presentado ejemplos en los que se ilustra la aplicacién de modelos
explicitos a impactos con fractura, abarcando velocidades bajas, medias y altas, en materiales
metalicos y hormigén armado. Los nuevos algoritmos de erosién propuestos permiten una
modelizacdén mas adecuada de los procesos de impacto con penetracién, aunque requieren
adn cierto desarrollo para garantizar la precision de los resultados.
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RESUMEN

Esta comunicacién presenta el estado de una investigacion que se estd llevando a cabo
sobre la importancia que pueden tener los problemas na lineales en ciertos casos de Mecénica
de Fractura. Se ha estudiado el caso de una probeta plana rectangular con una fisura
lateral sometida a un estado de traccién simple. Los resultados obtenidos indican que la no
consideracién de los efectos de segundo orden en los ensayos del material puede traducirse
en una sobreestimacién de la tenacidad de fractura con la consiguiente pérdida de seguridad
en la estructura real.

1. INTRODUCCION

El estudio del problema de Mecanica de Fractura en elementos estructurales esbeltos,
como pueden ser los alambres de acero de pretensar, obliga a recurrir a ensayos no
normalizados ya que, las pequeﬁas.diménsiones transversales de estos elementos, hacen
1976 y Valiente®*?)

ensayan en estos casos mantienen la esbeltez del elemento del que se extraen y por lo tanto

imposible el recurso a probetas normalizadas (Astiz . Las probetas que se
presentan una gran deformabilidad transversal.

Cuando el ensayo se realiza a traccién simple y la fisura es lateral, los esfuerzos
de traccién inducen desplazamientos laterales que pueden modificar sustancialmente la
distribucién de tensiones en el elemento a causa de su cambio de geometria.
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2. METODO DE ANALISIS

El elemento estructural elegido es el representado en la Figura 1 y consiste en una placa
rectangular sometida a unas solicitaciones que son preponderantemente de traccién. Esta
placa rectangular presenta una fisura lateral cuya profundidad es igual a la mitad de la
anchura de la placa. Se ha elegido este valor por coincidir con el propuesto en las normas
del ensayo para las diferentes probetas consideradas (ASTM E399 y BS 5447).

La técnica de andlisis tensional utilizada es la del método de los elementos finitos para
lo cual se han utilizado elementos cuadrangulares de 8 nodos y elementos triangulares de 6
nodos.

il CTTT te L A }f

e W ——{

(a} (b)

Figura 1.

El método se ha adaptado al problema de la Mecdnica de Fractura mediante el recurso
habitual a elementos singulares alrededor del borde de la fisura del tipo de los propuestos
por Barsoum'®™ y Henshell y Shaw'®™.

El problema se analiza en condiciones de deformacién plana mediante el programa
NONSAP de Bathe et al. (1974). La no-linealidad que se considera es la geométrica,
motivada por una relacién no-lineal entre el campo de deformaciones y el de desplazamientos.
El tratamiento del problema se realiza empleando una formulacién Lagrangiana en la que el
estado de referencia es el inicial.

La malla de elementos utilizada estd representada en la Figura 2 y corresponde a la
mitad de la placa por razones de simetria. Se han estudiado casos con valores de la relacién
—37 comprendidos entre 3 y 200 para comprobar la influencia de la esbeltez de la pieza en su
comportamiento no-lineal.
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Figura 2

Las condiciones de contorno elegidas corresponden a estados de traccién simple (que
denominaremos en lo sucesivo probeta bi-apoyada) y de traccién con giro impedido (que
denominaremos bi-empotrada). Las condiciones de solicitacién que se producen en las
maquinas de ensayos reales se pueden asimilar generalmente a una u otra de estas condiciones
de contorno.

El calculo de los factores de intensidad de tensiones se ha llevado a cabo por el método
de aproximacién del campo de desplazamientos a lo largo del labio de la fisura.

3. RESULTADOS

Al haber analizado un rango importante de valores de la relacién % es posible evaluar
la importancia que pueden llegar a tener los esfuerzos de flexién en probetas cuyo giro
estd impedido. Este es un problema importante en el caso del hormigén pretensado ya
que en ciertas aplicaciones se han llegado a observar defectos o incluso grandes grietas en
el hormigén que han llegado a dejar al aire los torones de acero de pretensar. En estas
circunstancias es muy probable que se presenten fendmenos de fisuracién por corrosién. En
este caso, el hecho de que un alambre esté o no esté sometido a una sujecién lateral puede
afectar de forma apreciable a su seguridad.

En efecto, considerando tnicamente el caso eldstico lineal convencional, el hecho de
empotrar los extremos de la placa introduce unos esfuerzos de flexién que tienden a cerrar la

fisura y por tanto aumentar la resistencia del elemento. Estos esfuerzos dependen en buena

h
E . . .

bi-apoyada el factor de intensidad de tensiones resulta practicamente independiente de la

., h
relacién .

medida de la relacién £ como se puede apreciar en la Figura 3, mientras que para la probeta

En el caso de los ensayos en laboratorio y cuando la méquina de ensayos imponga a
la probeta condiciones de empotramiento, es importante que la esbeltez de la probeta sea
mayor de 50 para poder asimilar los resultados a los de un ensayo en condiciones de traccion
simple. En caso contrario se correria el riesgo de evaluar por exceso la tenacidad de fractura
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del material.

El estudio del problema no-lineal se ha realizado para un rango de la relacién 1—’:; mas
reducido que en el problema anterior. Dado que se conocen los factores de intensidad de
tensiones, en las hip6tesis de comportamiento lineal y no-lineal, se ha evaluado la importancia
de ésta 1iltima representando el cociente entre ambos factores (KL /K¥) en funcién de la
tensién media de traccién, para los casos de probeta bi-empotrada (Fig. 4a) y bi-apoyada
(Fig. 4b).

En todos los casos el efecto no-lineal reduce los valores del factor de intensidad de
tensiones y en algiin caso de forma apreciable (hasta en un 30% en los ejemplos presentados).
Este hecho es tranquilizador en lo que respecta a la seguridad de la estructura real, pero no
lo es tanto si lo que se considera es una probeta de ensayo ya que, en tal caso, el uso de las
férmulas de los manuales, o el célculo del factor de intensidad de tensiones en la hipétesis
de comportamiento lineal se traduciria en una sobreestimacién de la tenacidad de fractura
del material.

En el caso de la probeta bi-empotrada, que tiene una menor libertad de desplazamiento
lateral, este efecto es de menor importancia que en la probeta bi-apoyada aunque a medida
que se aumenta la relacién 3; ambas probetas van dando resultados mas parecidos como era
de prever tras el andlisis de los resultados representados en la Figura 3.

Por otra parte los valores de la tensién de traccidn que aqui se han considerado
oscilan alrededor del 10% de la carga critica de Euler lo que en modo alguno justificaria
la importancia de estos efectos no-lineales si no fuera por la presencia de la fisura lateral,
factor determinante en este comportamiento.
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4. CONCLUSIONES

El trabajo que se presenta demuestra que la presencia de fisuras laterales puede provocar
la aparicion de efectos no-lineales que son beneficiosos para la seguridad de la estructura
fisurada pero que deben ser considerados con sumo ciudado al analizar las probetas de ensayo
para la determinacién de la tenacidad de fractura de un material,

Estos resultados sugieren la necesidad de evaluar este efecto de modo répido y sencillo
sin tener que recurrir a modelos complicados y grandes tiempos de proceso como los que
han sido necesarios en nuestro caso. Este es el objeto del trabajo que, como continuacién
del que aqui se presenta, estan desarrollando los autores de esta comunicacion.
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1. INTRODUCCION

Existen varios elementos finitos especiales para problemas de fractura plana® que
intentan reproducir el comportamiento singular de la solucién (tensiones o deformaciones)
en el vértice de la fisura. Todos ellos han sido abundantemente analizados y comprobados
en la bibliografia (ver por e¢jemplo®?), pero en general se observaba una laguna en el analisis
tedrico de la solucién aproximada dentro del elemento. Este estudio ha sido abordado
recientemente®* y muestra claramente las razones por las cuales algunos elementos finitos
producfaﬁ resultados andmalos en algunos casos. Por otro lado se observa claramente que la
mayoria de los tests numéricos efectuados han sido llevados a cabo considerando condiciones
de carga simples (concretamente en modo I). Sin embargo es sabido que la prueba més
severa para elementos singulares es en modo mixto, donde estan presentes el Modo I y el
Modo I1. En el presente trabajo se efectiia una evaluacidn numérica de un nuevo elemento
finito de transicién recientemente introducido®, bajo condiciones de carga combinadas, lo
cual completa la evaluacién realizada en la referencia 6 sobre la utilizacién de un nuevo
elementc finito singular en un problema de fractura en modo mixto.
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2. ELEMENTOS TRANSFORMADOS QUE ADOPTAN LA FORMA DE LA
SINGULARIDAD EN UN DOMINIO CON CONTORNO IRREGULAR

Si consideramos siguiendo Aalto” un elemento cuadritico incompleto de tipo
cuadrilateral con una aproximacién lineal sobre el elemento, tendremos (Figura 1):

U

Ur+U Ur - U
_ 12 I, 112 I(#i__l)

1
Vit Vi | Vi Vi (1)

= Ai -
1% 5 (- 1)

en donde p;, A; € [0,2], Ur y Urr son isovalores de la funcién U; Vi y Vir son isovalores de
las lineas de corriente sobre el elemento.
U, Urr, V1 y Vrr coinciden con los lados del elemento.

V:VII

—> x
P R —\
A

Figura 1.

En un medio infinito en coordenadas polares la solucién de AU = 0 viene dada para el
caso de dominios no convexos, en la vecindad del vértice entrante por:

U(r,¢) = Klr"/Q"sen% + K3

y por tanto:

Vir,¢) =K, C r’/zacosg-g + K, (2)
donde K, K3 y K3 son constantes y C una propiedad del material. Particularizando,

tendremos:

LineaPQ — V(r,a) = K; = Vy; Pto. R—V(a,0) = K, C o™ 4 Ky = Vir
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LineaPR — U(r,0) = K3 = Ur; Pto. Q — U(b,a) = K1b™/%* + K3 = Upy

de donde obtenemos Ki, Ko y K3 y sustituyendo en U(r,¢} y V(r,¢) podemos despejar
para ry ¢:
V- Vi \2 U—up %"
= (=) () |
Vir —Vr Uir — Ur

b= B g (4) L T

sustituyendo los valores de la aproximacién lineal de U,V y operando:

(3)

e [ S
2 by«/2e p; (4)
¢="Tae w[(2) T

En el caso que nos ocupa, se trata de resolver un problema eldstico y de aproximar, por
tanto, los desplazamientos. Basta para ello considerar el caso a = 7 (y a’= b sin pérdida de
generalidad) y ubicar los nodos de acuerdo con la regla:

2= 2(A — pd)
4 (5)

a
Vi = 5/\1'#:'

Esto da lugar al elemento de la Figura 2, siendo 1 el punto singular.

& e'm

1 28 -

Figura2. Casoa =1
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3. NUEVOS ELEMENTOS SINGULARES TRANSFORMADOS DE TRANSICION
EN EL CASO DE GRIETAS

La transformacién (5) anterior es valida no sélo en el elemento finito singular. Se puede
utilizar para los elementos cercanos al elemento singular, que denominamos elementos de
transicion. Esto es vdlido para cualquier elemento de orden > 2 sea completo é incompleto.
En el caso @ = n con a = b, obtendremos la Figura 3 para el caso de los elementos cuadréticos
incompletos o de Serendipity.

-
I
<— D A C H—g 2

Figura 3. Elemento singular y elementos de transicién

Como vemos mediante la transformacién (5) obtenemos un elemento singular y tres
elementos de transicién que rodean el elemento sigular, en este caso hemos considerado que
A p €[0,4].

Es interesante sefialar que la posicidén de los nodos intermedios de los elementos de
transicién a lo largo de A = 0 y p = 0, coincide con la que se obtendria aplicando la férmula
dada por Lynn e Ingraffea®.

Por tanto, puede decirse que la transformacién (5) es una transformacién totalmente
general que engloba la féormula de la referencia 8.

Todo lo sefialado anteriormente se pueds extender a los elementos ciibicos, cudrticos,
etc., de Serendipity y de Lagrange. En el caso de los elementos cibicos, la distancia de los
nodos de los elementos de transicién (a lo largo de A = 0 y g = 0) al punto singular coincide
con la sefalada por Pu, Hussain y Lorensen en la referencia 9.

Es claro que el tamafio del elemento singular puede afectar la exactitud de la solucién,
dado que no conocemos a priori la zona de influencia de la singularidad. El elemento singular
representa una variacién radial de los gradientes, que es la suma de un término »~% y un
término constante (el resto de los términos es despreciable).

Si consideramos un modelo particular y aumentamos el tamaino del elemento singular,
entonces en la zona del dominio que abarca dicho elemento el término de gradiente constante
con variacién no lineal en el espacio, tiene que ser aproximado por el término de gradiente
constante del elemento finito. Esto es obviamente una fuente de error. De acuerdo con
Tarrop'?, si el tamaiio del elemento singular se reduce, el error que se produce al aproximar el
gradiente disminuye. Los elementos que rodean el elemento singular tienen que representar
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parte del término =% del gradiente; pero si ellos son estandar, no pueden representarlo
adecuadamente, de modo que estamos introduciendo una nueva fuente de error al disminuir
el tamafio del elemento.

Por ello es conveniente tener en cuenta la forma de la singularidad en la zona que rodea
al elemento singular.

De ahi la utilidad de los elementos de transicién que luego comprobaremos
numeéricamente.

4. SOBRE EL CALCULO NUMERICO DE LOS FACTORES DE INTENSIFICA-
CION DE TENSIONES

Consideremos un sélido fisurado sometido a la accién de una serie de fuerzas exteriores.
La resolucién de las ecuaciones de equilibrio cuasi-estitico en un entorno del vértice de la
grieta y bajo las hipdtesis de que aquél se encuentra en un medio linealmente eldstico,
isétropo y homogéneo, conduce a las siguientes componentes asintéticas del campo de
desplazamiento y tensiones:

KI”H ft +KII"“\/ 1 - »2 (GG’)

” Kip———gij(§) i=1,2 6b
T e+ K (%)gm (65)

En las expresiones anteriores, los subindices hacen referencia al sistema de ejes de la
Figura 4, » y 6 son las coordenadas polares centradas en S (vértices de grieta).

O = KI

Figura 4. Ejes locales en el vértice de la grieta

Las funciones angulares fi, gi, fij ¥ 9i; s6lo dependen del dngulo 8 y de la aproximacién
plana exigida, p es el médulo de cizallamiento y K1 y Ky los factores de intensificacién de
tensiones en modo I y II.

La expresién (6b) indica que las tensiones se hacen infinitas en el vértice de la grieta.
Fisicamente existe sin embargo una relajacién de las tensiones debido a deformaciones
inelasticas y plastificacién en un entorno de S. Si la zona donde se producen estos
fendémenos es pequefia comparada con la singular (donde tienen aplicacién las (6)) podemos
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tratar el problema como elastico, lineal, (mecanica de la fractura lineal y elastica, MFLE).
Restringiéndonos por tanto a la MFLE podemos decir que todos los criterios de fractura se
reducen a una relacién del tipo:

f(Kr, Ky, constantes del material) = 0 (7

Es por tanto fundamental segiin indica (7) el calculo de los factores Ky y Kyr. Para
ello se puede comenzar analizando las expresiones (6). Si la solucién del problema eldstico
es conocida (mediante un andlisis por el método de los elementos finitos, por ejemplo) Ky y
K71 pueden ser evaluados en cualquier punto préximo a S donde son validas las expresiones
asintéticas (6). Haciendo dicho cédlculo para @ = v y 8 = —x se llega a las siguientes
expresiones:

K; = lirr(lJ V(2rr) opp(y =7,0) =

o 2p 2w _ _
= mfl% 1/ - (ug(zl =7y, +0) — us(®y = r, ——0)) (8a)

Ky = lir% V(27rr)oa(ey = 7,0) =

21 . [2n _ _
== m}g’r{l} -1':— (ul(zl = T1,+0) - Ul(zl = Pi, ——0)) (Sb)

Las expresiones (8) indican que los factores de intensificacién pueden interpretarse como

11,12

factores de discontinuidad de los desplazamientos , ¥ en este sentido, si mediante un
calculo por el método de elementos finitos conocemos el campo de desplazamientos en puntos

“suficientemente” préximos a S(r — 0) se llega a las expresiones (Figura 5)

B _?E A _ B
KI_—k—*—l T(UZ u?)

7 2
Kir= m\/ 7(“‘3 —uf)
B

donde u#, u?,uft, uP son los desplazamientos verticales y horizontales de los nodos A y B
(inicialmente superpuestos).

Las expresiones (9) constituyen la llamada técnica de correlacién de los desplazamientos
y dan buenos resultados siempre que 4 y B se encuentren suficientemente cerca del vértice
de grieta®.

(9a,b)

Una mejora sobre esta técnica y su generalizacidén a problemas con solicitacién mixta
en modos I y II ha sido desarrollada por Ingraffea y Mau'®.

En esencia, de acuerdo con Llorca, FElices e Ingraffea’® el método consiste en
igualar los valores calculados analiticamente con los calculados sobre el elemento singular
correspondiente. Los valores que se igualan son los desplazamientos en los labios de la fisura.

En el caso de la Figura 5 se llega a las siguientes expresiones:
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&
6= %
C
B —
Figura 5. Célculo de los F.I.T.
Kr =272 [4@:;* —uB) 4 uf - US] (10a)
k+ 1 2 2 T

Kir = /2x/1 i - [4@;* —uF) gyl - uf] (10b)

siendo L la longitud del lado del elemento singular sobre el labio de la fisura.

5. UN TEST NUMERICO

En la Figura 6 aparece el problema tratado.

Se trata de una pieza en deformacién plana sometida a una traccién uniforme en los
extremos y con una grieta inclinada en el borde.

Por otro lado se ha usado un orden de integracién 2x2 para los cuadrildteros, como es
recomendable para el tipo de elementos cuadréticos incompletos con nodos a “1/4”. (Ver
referencias 2 y 15).

Se han desarrollado sendos modelos, que aparecen en la Figura 7 y la Figura 8.

En el primero se han utilizado los elementos descritos en el presente trabajo, mientras
que en el segundo, los seis elementos que rodean el vértice de la singularidad, son triangulos
“1/4”.

Por otro lado, se han empleado dos condiciones de contorno distintas (Figura 9) que
como se observa en los resultados, son equivalentes.

Se puede comprobar, (Tabla I calculada en funcién de las férmulas 9a y 9b) que los
resultados son superiores en calculo en modo I que en modo II. Como es bien sabido el
modo de fractura predominante es el I. De hecho, la fisura siempre tiende a propagarse
en modo I %, y precisamente el hecho de que estén presentes ambos modos de carga al
comienzo de la propagacién hace que la fisura se desvie (buscando el modo I). Precisamente
por este motivo, las expresiones para los desplazamientos verticales (us y por tanto Ky) dan
mucho mejores resultados que las de los horizontales (uy y por tanto Krr),dado que son
de mayor magnitud y mucho mas préximos a las expresiones asintéticas (6). De hecho un
aumento del angulo 3 hasta alcanzar el modo I puro (8 = n/2) daria lugar a mucho mejores
aproximaciones, como ha sido publicado en la referencia 17.
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Figura 6. Problema Estudiado

En la Figura 10 puede verse el nuevo modelo desarrollado utilizando elementos
singulares v de transicién transformados en base a la forma conocida de la singularidad,
en el dominio ABCDEFG de la Figura 7. El resto del dominio que no se ha dibujado, es
idéntico al de la Figura 7. Los puntos 0 y 0’ estdn an la misma posicién que sus homdlogos
de la Figura 7.

En la Tabla II pueden verse los resultados obtenidos en los modelos 1 (elementos
singulares y de transicidén transformados en base a la forma conocida de la singularidad)
y 2 (elementos singulares con nodos a “1/4” y elementos de transicién®. Se ha utilizado una
lnica condicién de contorno 1. Fr y Frr se han calculado por las férmulas 9(a, b) anteriores.
El modelo 2 es idéntico al de la Figura 8, salvo que los nodos de los elementos de transicién
estan desplazados segin la férmula de Lynn e Ingraffea®.

En la siguiente tabla IIT pueden verse los resultados obtenidos empleado las férmulas
(10) de Ingraffea y Manu'® en los modelos de las Figuras 7, 8 y 10 en el caso de la condicién
de contorno 1.

Unos resultados practicamente idénticos se obtienen para la condicién de contorno 2.
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[ ]
[ ]

Figura 7. Modelo 4 Figura 8. Modelo 3

(o fiko]

NN

cc.1 cc.2

Figura 9. Condiciones de contorno
6. CONCLUSIONES

Comparando los resultados de las tablas I, IT, y ITI, se deduce que los elementos de
transicién transformados en base a la forma analitica conocida de la singularidad, aseguran

171



VII - Temas Especificos

FI=KI/c/n_a FII=KII/0/}E Error (%)
c.C.1 c.C.2 c.C.1 c.C.2 c.c.1jyc.Cc.2
Valor ref. [18] 1.20 1.20 0.57 0.57 || ----~}=~~=~~
Ff 4.14) 4.12
Modelo 3 '
1/4) 1.15 1.15 0.56 0.56h Fﬁ 1.00 1.04
FI 1.75 1.60
Modelo 4
1.18 1.18 0.59 0.59
(§2)(fig.7) {Bqp 3.46f 3.82

TABLA 1. Resultados para los modelos de las Figuras 7 y 8

E

Figura 10. Detalle del modelo

una mejor aproximacién en cuanto al error total (suma de los errores en Ky y Krr). Ademaés
tienden a repartir de modo uniforme ese error total entre K7 y Kz, es decir, mejora la
apioximacién de Kjr pero disminuye la aproximacién de Kj.

Sin embargo, la mejora del error total obtenido es pequefia y tienden mas a repartir
uniformemente el error que a disminuir el error total. Un efecto parecido (aunque de menor
cuantia) se obtiene empleando los elementos a “1/4” junto con los elementos de transicién
de la referencia 8.

En los casos estudiados siempre se ha obtenido que el error total es menor para los nuevos
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- ERROR
FI = KI/o/an FII:KII/O Jan FI FII
Modelo 1
($2)+transicion 1.6 0.58 3.33% |[1.75%
Modelo 2 i 9 0
(1/4+transicién) 1.19 0.54 0.83% 5.26%
TABLA 1L
Cond.Contorno 1 F.=K./ovan | Fq =K, /ovan ERROR (%) * ERRORES
171 1T 711 FI FII
Modelo 3
1.08127 0.55466 9.89 2.69 12.58
(1/4)
Modelo 4 1.20314 0.63540 0.26 [11.47 11.73
Singular § 2
Modelo 1
Singular y 1.1674 0.62105 2.71 |8.95 11.66
transicion
Modelo 2 1.08156 0.55483 9.87 |2.66 12.53
(1/4+transicién)

TABLA IIL

elementos singulares y de transicidén frente a los elementos a “1/4” mas los de transicién
correspondientes

Por todo ello, parece mds recomendable en problemas de fractura en modo mixto el
elemento singular transformado para el cdlculo del K1 y emplear elementos singulares y de
transicién transformados para el calculo del Kyr. Es decir, aparece una ventaja evidente
en el empleo de elementos de transicién transformados cuando se quiere conocer el Ky en
problemas de fractura en modo mixto en 2 € R*.
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BESUMEN

Se presenta un estudio, mediante elementos finitos elastopldsticos tridimensionales de
fisuras gue se propagan por fatiga. Por una parte se estudia la distribucién de tensiones y
de deformaciones mediante elementos finitos en probetas compactas de varios espesores (2
a 50 mm), y por otra se utilizan esos resultados para estimar la velocidad de propagacién
con un modelo de acumulacién de dafic por deformaciones pldsticas ciclicas frente a la
fisura. Fste modelo se desarrollé anteriormente a partir del modelo de Liu e Iino y se
validé a partir de un estudic metalogrifico detallado de la punta de la fisura mediante
microscopia de transmision y barrido, microdureza y atagues metalogrdficos adecuados,
Font. Anteriormente se utilizé esfe modelo junto con elementos finitos elastoplastico
bidimensionales en deformaciones planas y en tensiones planas obteniéndose una buen:
correlacion con resultados experimentales.

Con el proposito de realizar un estudio méds detallado surgid este trabajo con elementos
finitos tridimensionales elastoplasticos. Se consideré que el material sigue la curva ciclica
estabilizada ya que los elementos de volumen frente a una fisura que se propaga por fatiga
son sometidos a un gran niimero de ciclos a cada amplitud de deformacidn pldstica, lo que
les permite alcanzar la estabilidad ciclica. El tamaino de los elementos finitos inmediatos
a la punta de la fisura fue de 4 pm para poder describir bien la deformacién local segin
observaciones experimentales.

Para las probetas indicadas se cubrié un rango de solicitaciones equivalentes entre
y 34M Pa./m. Basdndose en el modelo indicado y en el concepto de AK,;y de Elbeér
{cierre de fisura), se obtuvo como resultado que es posible describir en buena forma un
umbral de no propagacidn para un acero AISI 316, lo que se concluyé comparando con
valores experimentales; sin embargo, estimamos que esta metodologia es vdlida para otros
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materiales como latdn «, por ejemplo. En particular, se muestra que este umbral es el mismo
para todas las probetas (2 a 50 mm de espesor). Se concluyd que para estudios posteriores
bastaria un programa en deformaciones planas y que para trabajos experimentales bastaria
probetas delgadas, lo que incide enormemente en el costo de fabricacidn y ensayo.

Por otra parte, las deformaciones frente a la fisura no revelan diferencias esenciales
segun los espesores estudiados y hasta el nivel de carga observado (equivalente a AK =
34M PA/m). Estoimplica que en fatiga, hasta este nivel de solicitaciones, la probeta de 2
min se comporta practicamente como si estuviera en deformaciones planas. Las velocidades
de fisuracidén calculadas estdn de acuerdo con las observaciones anteriores y los resultados
experimentales de Rickerby y Fenici confirman esto, ya que las velocidades en probetas de
0,9 min muestran excelente correlacién con nuestras predicciones. FEsto confirmaria que
pueden emplearse probetas de espesores pequenios para determinar el comportamiento a la
fisuracion por fatiga, al menos bajo ciclado regular, lo que incidiria, como hemos dicho, en
una disminucion en los costos de fabricacién y ensayo de las probetas.

SUMMARY

A study of fatigue crack growth using tridimensional elasto-plastic finite elements is
presented. The distribution of stresses and strains is studied using finite elements in compact
test specimens of different thickness (2 to 50 mm); results are analyzed so as to estimate
the crack growth rate on the basis of a model of damage cumulation by plastic deformations
ahead of the crack tip. This model has been developed previously starting from Liu and
Iino’s model and validated by means of transmission and scanning electron microscopy,
microhardness, and adequate metalographic etching near the crack tip, Font. This model
was used previously together with bidimensional elasto-plastic finite elements in plane strain
and plane stress, thus obtaining a proper correlation with experimental results.

This study is an attempt to make a more detailed analysis using tridimensional elasto-
plastic finite elements. It was considered that the material behaviour is described by the
steady cyclical curve, because volume elements near the crack tip are submitted to a high
number of cycles at each plastic strain amplitud level, thus reaching cyclic stability. The
size of the finite elements located near to the crack tip was 4um so as to properly describe
the local deformation, in agreement with experimental observations.

For the test specimens mentioned above, a range of solicitations was covered equal
to 0 to 34M Pa+/m. On the basis of the above model and Elber’s AK.;s concept (crack
closure), it was found that it was possible to make a proper description of a zero crack spread
threshold for an AISI 316, after a comparison of experimental values; yet we belive that such
a methodology Is also valid for other materials, like a brass. In particular, this threshold is
shown to be the same for all test specimens (2 to 50 mm thickness). It was concluded that
later studies would require just a plane strain model while experimental work would require
thin test specimens only, making a considerable difference in the cost of manufacture and of
essays.

On the other hand, deformations ahead of fatigue crack do not show any essential
differences related to the thickness range studied up to the loading level observed (equal to
AK = 34M Pa\/m). This means that, as regards fatigue, up to this level of solicitations,
the 2 mm test specimen will behave virtually as if it were in plane strain. Estimated crack
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growth rate agree with previous observations, and Rickerby and Fenici’s experimental results
support this, since 0,9 mm test specimen show excellent correlation with our predictions.
This seems to confirm the fact that it is possible to use thin specimens to study fatigue-
induced cracks, at least when cycle amplitude remains constant. As previously stated, this
would make possible a considerable reduction in the cost of manufacture, of essays and of
test specimens.

1. INTRODUCCION

Se han realizado muchos estudios numéricos con una modelacidén elastoplastica
bidimensional para analizar la plastificacién alrededor de la punta de fisuras de fatiga
y también para estimar la velocidad de fisuracién, dentro de los que cabe mencionar

“¢ y Cortés”. Es asi como Newman'~* en diversas

los trabajos de Newman'™*, Anquez
investigaciones utiliza mallas con elementos de 80 a 640 ym de longitud en las inmediaciones
de la punta de la fisura, tamafios que consideramos que no son lo suficientemente pequenos
para describir en forma adecuada la deformacién local, como veremos mas adelante. Por
otra parte, Cortés” en un acero inoxidable AISI 316 estudié la plastificacién local que se
produce en modo I de apertura y mediante un modelo de acumulacién de dafio pléeti o
determiné la velocidad de propagacién de la fisura en la etapa de propagacién estable en un
estado de deformaciones planas y también en tensiones planas. Las velocidades estimadas
para probetas en estos dos estados son claramente diferentes, siendo los valores calculados en
tensiones planas aproximadamente 25 veces los correspondientes en deformaciones planas.
Por otro lado, los valores experimentales de velocidad de propagacién para este material
en la etapa de propagacién estable entre probetas gruesas y delgadas muestran diferencias
miucho menores a las indicadas en ese estudio.

Habitualment~ para describir en forma gréfica la velocidad de fisuracién (da/dN) (en que a es
la longitud de la fisura y N el ndmero de ciclos de fatiga) se la representa versus la variacion
que experimenta en cada ciclo el factor de intensidad de tensiones, AK = K, ;0 — Ko,
en escalas log-log. Como muestra la Figura 1, usualmente se pueden identificar tres
regiones para (da/dN): 1) regién de pequeiias velocidades de propagacién (umbral), en
donde (da/dN) decrece rapidamente con la disminucién de AK hacia un valor de umbral,
AKyp; IT) regién intermedia o de propagacién estable, donde la relacién de Paris se verifica:
da/dN = C(AK)™, con C'y m constantes; III) regién de altas velocidades de propagacién,
donde (da/dN) crece rapidamente cuando Knq. se aproxima al valor critico del factor de
intensidad de tensiones para falla estatica, K.

En este trabajo, y para comprender mejor el funcioramiento de piezas fisuradas,
se realiza un analisis elastopldstico mediante elementos finitos tridimensionales similar al
seguido por Cortés” en forma bidimensional para estimar la velocidad de fisuracidén con un
modelo de acumulacién de dafio plastico. Por una parte, se pretende determinar un umbral
de propagacién para este material (regién I de la Figura 1) y, por otra, la descripcidn de
la etapa de propagacién estable (regién II). Se emplea el mismo acero inoxidable AISI 316
de la referencia’. Se consideran probetas de tensién compactas (CT) solicitadas en modo
I de apertura, de varios espesores (2, 4, 8, 16 y 50 mm) para analizar en particular la
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Figura 1. chru&enta@i{m esquematica de la velocidad de propagacidén de una

isura ({fa/d?’\) come funcién de la variacién del factor de intensidad
de tensiones AK, en escalas kxg log. Regidn I: pequenias velocidades
de propagacidn ( ‘umb;sﬂ), region H. propagacién estable (relacién de
Paris), region II1: altas velocidades de propagacién (K. ).

parametro sobre la velocidad de fisuracidn y con ello poder develar las
e se advierten entre los resultados numéricos obtenidos mediante anélisis

os resultados experimnentales, y también para estudiar por qué no se evidencian en
erimentales las diferencias sefialadas en el analisis plane

2. METODOLOGIA DE TRABAJO

En el presente estudio se analizaron probetas de tensidn compacta de acero inoxidable
AIST 316 de 2, 4, 8, 16 v 50 rmun de espesor, todas las otras dimensiones se mantuvieron
constantes. Sus geometrias se muestran en la Fig. 2. Debido a las condiciones de simetria

e la V‘mia y también de la aplicacidn de las cargas externas, se modeld sélo un cuarto
ic la probeta. Para la representacién de las probetas se emplearon mallas compuestas por
elementos hexaédricos trilineales de 8 nodos. Los elementos se ubicaron a través de la mitad
del espesor en b capas similares, cada una de 86 elementos, que originaron un total de 330
elementos v 522 puntos nodales. Para la evaluacidn de las deformaciones y de las tensiones
se tomaron 8 puntos de integracidn de Gauss (2 en cada direccidn) en cada elemento.

El tamahio de los elementos finitos inmediatos a la punta de la fisura fue de 4pm medido
en el planc de la placa. Esta dimension se eligid luego de considerar por una parte que, de
acuerdo con la referencia 8, la microestructura originada por los ensayos de fatiga en un
acero inoxidable AISI 316 se caracteriza por un tamano de celdas de dislocaciones del orden
de 1 pwm v por una distancia de separacidén entre maclas mecénicas inferiores a 1,5 um,
ademas por microscopia de transmision y por mediciones de microdurezas se aprecid en esa
inveshigacion una microestructura de dislocaciones bastante uniforme en regiones de mas
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Figura 2. Probeta de tensién compacta considerada en este trabajo.

de 5 pm. De estas consideraciones se concluye que los elementos en la punta de la fisura
no deben ser inferiores a 1 pm para asumir con cierta seguridad que el material exhibe
una microestructura uniforme en el interior de todos los elementos considerados. Por oira
parte, se considerd que simulaciones realizadas con elementos finitos bidimensionales® para
el mismo acero mostraron que un tamano adecuado de los elementos en las cercanias de la
punta de la fisura eran del orden de 1 a 10 pm para describir el perfil de deformaciones
plasticas delante de la fisura segin observaciones experimentales. A través de la mit

espesor de las probetas se emplearon sdlo 5 capas de elementos y de igual
que 1o se esperaban en esta direccidn gradientes importantes ni de tension ni de

En la simulacidn del proceso de fatiga se usé el programa computaciona
finitos ATSDEF, el cual corresponde al programa FEAP desarrollads por

o~

presentado por Zienkiewicz'', al que fue necesario agregar elementos iri
elastoplasticos v cambiar los algoritmos de calculo de la carga no balanceada y de resolucidn

del sistema global. La estrategia de cileulo seguida fue incremental, en cada incremento se

itera hasta un nivel de error aceptado antes de proceder al incremento sigulente.
La velocidad de propagacién de la fisura se estimd por medio de un modelo de

deformacion plastica ciclica de amplitud (Ae,, /23, (6 = 1,2, ..., m), mientras la fisura avanza

una distancia AX;, entonces la velocidad de avance por ciclo puede escribirse como®.

da/dN = C'1P N (Mg, /2) 1P AX,

izl
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en donde C y @ son los pardmetros de la relacién de Manson-Coffin del material en estudio,
y cuyos valores se determinan experimentalmente®. En esa expresién se supuso que la fisura
avanza cuando el dafio acumulado es igual a 1. Si la zona plastica ciclica frente a una fisura
que progresa por fatiga es suficientemente pequefia, entonces se puede asumir que la historia
de deformaciones ciclicas (Aep, /2), (= 1,2,...,m), a las que ha sido sometido un elemento
de volumen situado en la punta de la fisura, desde el momento en que ingresa a la zona
pléstica ciclica hasta que es alcanzado por la punta de la fisura, puede asumirse, con buena
aproximacidén, que corresponde al perfil de deformacién pléstica delante de la fisura en este
ultimo instante.

En este modelo se consideran sélo la microestructura del material frente a la punta de
la fisura y las propiedades ciclicas del material, estas dltimas resumidas en los pardmetros
de la relacién de Manson-Coffin. Por ello, es posible utilizarlo para estudiar el efecto
sobre (da/dN) de caracteristicas tales como la geometria de la probeta. Por otro lado, la
determinacién del perfil de amplitud de las deformaciones plasticas es la \inica informacién
que requiere el modelo para estimar la velocidad de propagacién por ciclo, la que se presta a
ser estimada mediante procedimientos numéricos. Debe ser notado que en la deduccidén de
este modelo se supone conocida la trayectoria del frente de fisuracién, ya que de este modo
se sabe cual perfil de deformaciones es el que corresponde usar.

Se considerd que el material sigue la curva ciclica estabilizada ya que los elementos de
volumen frente a una fisura que se propaga por fatiga son sometidos a un gran nimero de
ciclos a cada amplitud de deformacién plastica, lo que les permite alcanzar la estabilidad
ciclica. Para simular el proceso de ciclado cada probeta fue sometida a una carga monétona
—desde el estado virgen y con una longitud de fisura constante— hasta un valor maximo
fijado para ella, de modo de cubrir todo el rango de interés para el factor de intensidad de
tensiones (0—34 M Pa./m); se supuso que el material obedecia a la curva ciclica estabilizada
y que se regia por el criterio de fluencia de von Mises con endurecimiento isotrépico. La
importancia de usar la curva ciclica estabilizada radica fundamentalmente en que, al final de
cada incremento de carga aplicado,el valor de las deformaciones pldsticas frente a la fisura
equivalen al de las amplitudes de las deformaciones plédsticas ciclicas que se tendrian en
fatiga” De lo anterior se concluye que para modelar el fenémeno de fatiga no es necesario
considerar avance de la fisura y, ademds, para cada probeta, basta ejecutar una vez el
programa hasta un nivel de carga para tener toda la curva de (da/dN) hasta ese valor.

Durante esta investigacidon se usé un coeficiente de tensiones R = Kpmin/Kmas igual
a cero, lo que hace que AK sea igual a Knq... AK se empled sélo como pardmetro de
graficacidén y de referencia para el andlisis de la informacién recopilada, debido a que Font®
demostré que del frente de fisuracién emanan numerosas microfisuras solicitadas en diferentes
modos de abertura, lo cual invalida el uso de AK para describir la velocidad de fisuracién.
Los valores del factor de intensidad de tensiones K en modo I de apertura se calcularon de
la férmula analitica para probetas CT:

P./a
= B (a/w)

en que P es la carga aplicada, B el espesor de la probeta, w su ancho a la longitud de fisura
e Y es el factor geométrico dado por la expresion:
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Y (a/w) = 29,6 — 185, 5(a/w) + 655, 7(a/w)’ — 1017(a/w)® + 638, 9(a/w)*

3. PRESENTACION DE RESULTADOS Y DISCUSION

De la Figura 3 se observa que el modelo de acumulacién de dafio, con la estimacién
numérica del estado de deformaciones del material mediante el método de elementos finitos,
permitié describir la etapa de propagacion estable de las fisuras de fatiga en las probetas CT
con las geometrias sefialadas, asi como la deteccién precisa de un umbral de propagacién.
Para bajos valores de AK se nota una independencia de (da/dN) respecto del espesor de la
probeta; por el contrario, para AK relativamente alto se aprecia que (da/dN) crece con la
disminucién del espesor.
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Figura 3. Velocidad de propagacién de la fisura como funcién de AK, resultados
numéricos de este estudio en la superficie de las probetas CT de 2, 4,
8,16 y 50 mm. de espesor.
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Para todas las probetas estudiadas se determiné un mismo umbral de propagacién, con
un valor de AK, = 1,55 M Pa/m, lo cual confirmaria evidencia experimental en otros
materiales que indican que el umbral de propagacion no depende de la geometria de la
probeta considerada, en particular de su espesor, y revela que parh valores de AK cercanos
al valor del umbral todas las probetas estdn sometidas a un estado de deformaciones planas.
Lanteigne y Bailon'?, de experiencias realizadas en acero inoxidable AISI 316 v de un modelo
analftico propuesto por ellos, estimaron AKu = 4,6 M Pa+/m; mieniras que Amzallag v
col.*® reportaron que en experiencias realizadas con este mismo material, aunque no pudieron
determinar un umbral de propagacidn, la fisura se detuvo en algunos casos para un valor
de AK cercano a 5 M Pay/m. La informacién numérica de la presente investigacién y la
experimental de los primeros autores citados se entregan en conjunto en la Figura 4. Las
simulaciones de carga ciclica se realizaron con aplicacidn monétona de la carga y con la
fisura de longitud constante, por tal motivo, no se advierten las deformaciones residuales
que produce la aplicacién ciclica de la carga en el caso real de una fisura sometida a fatiga,
ni tampoco se tiene el efecto que estas deformaciones provocan en cuanto a que la apertura
de la fisura ceurre para un valor del factor de intensidad de tensiones K, superior al valor
nominal minimo aplicado K,,;,. El programa de elementos finitos empleado determina
que la fisura se abre para K, = Kmnin, lo que equivale a decir que los AK usados para
correlacionar con las velocidades de propagacién numéricas serian los efectivos en el sentido
de Elber. Cabe hacer notar que Cortés”, en un estudio de propagacién de fisuras mediante
elementos finitos bidimensionales en delormaciones planas, para un valor nominal de ciclado
de 10 M Pa/m y con R = 0 determind que la fisura se abria para un valor de K cercanoc a
2 M Pa/m y se cerraba para un valor entre 3 y 4 M Pay/m. Estas observaciones indican
que, para valores bajos de AK y para tener mformacion mas realista y comparable con los
datos experimentales, a los los valores de AK asociados a la informacidén numérica de esta
investigacion se debe sumar una magnitud aproximada a los 2 M Pa/m. De este modo, para
valores bajos de A K, las curvas numéricas de velocidad de propagacién se trasladarian hacia
la derecha del observador v se acercarian a las curvas experimentales. En particular, esto
quiere decir que el método de acumulacion de dafio, con la metodologia expuesta, predice
un valor efectivo del umbral de propagacidon de (AKm)ef = 1,55 M Pa,/m y se senala un
umbral de propagacién para un valor nominal ARy, = 1,55+ 2 = 3,55 M Pa+/m, bastante
proximo al valor obtenido experimentalmente. Este tltimo resultado puede tomarse como
una buena medida de un umbral de propagacidn para el acero AISI 316.

Comeo complemento conviene comentar que Lankford y Davidson®® concluyeron que, en
algunas aleaciones de aluminio y para fisuras largas, AK,y, corresponde al valor de AK para
el cual la deformacidn ciclica en los elementos microestructurales frente a la punta de la fisura
se reduce a un valor bajo el limite elastico. Arribaron a esta conclusién luego de observar
que para valores bajos de AK el cuociente K40/ K, se aproximaba a 1 a medida que se
alcanzaba A Ky, de lo cual concluyeron que la ausencia virtual de abertura de la fisuraes lo
que produce la existencia del umbral de propagacidn observado, por lo menos en aleaciones
de aluminio. Los resultados del presente estudio permiten predecir la existencia de un umbral
de propagacion para el acero AISI 316 analizado cuando la fisura es larga. En este caso la
fisura se abriria para un valor cercanc a K, = 2 MPa./m, y al tomar un valor nominal
aproximado de K 4. el cuociente Kppqae /Ko = (1,55+2)/2 = 1,78 M Pa/m es mayor que 1
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Figura 4. Velocidad de propagacién de la fisura como funcién de A K, resultados
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12 para el umbral de propagacidn.

MPa/m,y

no cero como se esperaria al seguir a Lankford vy Davidson™. Esto contradice la aseveracion

como consecuencia de que el valor efectivo del umbral que se predijo es de 1,
de estos investigadores acerca de la relacidn entre la virtual ausenciz de abertura con la
existencia de un umbral y éste podria originarse por otras causas, al menos para el acero
AIST 316. ‘

Para valores de AK en la zona de propagacién estable se predice que (da/dN) crece con
la disminucidén del espesor, ver Figura 3 donde se muestra la velocidad de fisuracién en la
superficie de las probetas estudiadas; aunque, si bien es cierto, lag diferencias extremas entre
los valores de (da/dN) para los diferentes espesores, y para un mismo valor de AK, son del
orden de la magnitud de la dispersién habitual de los resultados experimentales para este
material obtenidos en un mismo laboratorio. Las curvas de velocidad de propagacidn en el
centro de las probetas son similares a las mostradas en la Figura 3, pero las diferencias
entre sus valores son algo inferiores. De las Figuras 5 v 6 es claro que los resultados
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316 en la etapa de propagacién estable, tanto en probetas delgadas como gruesas. Por

&, si revisamos la informacién numérica de la referencia’™ para régimen estable
ue para un mismo valor de AK las velocidades calculadas en tensiones planas son
adamente 25 veces las indicadas para deformaciones planas, siendo estas ultimas
a los valores estimados en este trabajo y a los valores experimentales expuestos.

idad entre los resultados calculados en la referencia’ en deformaciones planas y
dos experimentases, aun los asociados a probetas delgadas que podrian asumirse
meIplo que estan sometidas a un estado préximo a tensiones planas, puede ser explicado
1io de las deformaciones plasticas generadas frente a la fisura. En las Figuras 7 y 8§
ge presentan las deformaciones plasticas frente a la fisura de las probetas de 2 y de 50 mm
de ezpesor. En la Figura 7 se muestran las deformaciones normales en el plano medio de las
probetas, que son las curvas que mas se asemejan entre las dos probetas sefialadas; mientras
que en la Figura 8 se muestran las deformaciones de corte en la superficie, y corresponden a
las curvas que mas se diferencian entre esas dos probetas. Se aprecia que hasta el maximo

1

nivel de carga aplicado (equivalente a AK = 34,33 MPa/m) las deformaciones locales
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no revel
lgo similar ccurre ent

que en {atiga,

analizadas s

de Rickerby y Fenici’® confirman esto, ya que las velocidades en probetas de 0,9 mm de
espesor muestran excelente correlacidén tanto con nuestras predicciones como con aquellas
determinadas mediante andlisis en deformaciones planas.
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4. CONCLUSIONES

Los resultados del presente trabajo permiten establecer las siguientes conclusiones:

i) El método de elementos ﬁﬁitos, con un tamaifio adecuado de los elementos, puede ser
usado para estudiar la distribucién de amplitudes de la deformacién pléstica frente
a la punta de una fisura cuando es posible asumir que la deformacién pléstica e,
corresponde a la amplitud de la deformacién plastica (Ae,/2)

ii) La metodologia propuesta permite describir cualitativamente bien el comportamiento
de un material real sometido a fatiga para valores moderados de AK; predice
un umbral de no propagacién, una etapa de propagacién lenta y una etapa de
propagacién estable.

iii) Para el acero AISI 316 estudiado, (da/dN) es independiente del espesor de la probeta
para AK bajos. En este estudio, en el cual se considera la variacién efectiva del
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Figura 8. Deformaciones pldsticas en la superficie de las probetas de espesores
(2) 2 mm. y (b) 50 mm. para AK = 34.33 M Pa./m.

factor de intensidad de tensiones AK, s, la prediccién realizada de un umbral de
propagacién muestra claramente que la existencia de éste puede deberse a causas
diferentes que a la ausencia virtual de abertura de fisura durante ciclado con valores
bajos de AK.

Para el acero AISI 316 estudiado, (da/dN) depende del espesor de la probeta para
A K moderados, en este iltimo caso la velocidad de fisuracién es mayor en las probetas
mads delgadas, y sus resultados estdn en concordancia con la informacidn experimental
disponible.

La dependencia observada en esta investigacién entre la velocidad de propagacién de
una fisura respecto del espesor de la probeta en un acero AISI 316 permite concluir que
tal dependencia se debe principalmente al estado de deformaciones que predomina en
la probeta y no sélo, como lo aseguran algunos autores, al cierre de la fisura durante
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